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RESUMO

A Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE) é um método que tenta suprir a necessidade
de observacao em tempo real das condi¢oes pulmonares através das propriedades elétricas
do corpo humano e dos gases presentes no ar atmosférico. Existem atualmente dois grupos
de algoritmos para a estimacao do estado dos pulmoes: os métodos relativos, que estimam
a variacao das propriedades elétricas do dominio observado e os métodos absolutos, que
estimam os seus valores absolutos. Entre varios algoritmos absolutos, destacam-se os
filtros de Kalman que abordam o problema de estimacao dos parametros de um modelo
adotado para o sistema sob o ponto de vista probabilistico através do método de minima
variancia do erro de estimacao. Os filtros de Kalman tém a caracteristica de poder incluir
as incertezas de medida dos sensores e os erros do modelo adotado para o sistema. Para
que este filtro possa ser utilizado é necessario um modelo de evolugao temporal do sistema
e até hoje, nas aplicacoes biomédicas, o tinico modelo utilizado é o de passeio aleatorio.
Este trabalho estuda o uso de imagens provenientes de um algoritmo relativo para estimar
uma matriz de transicao de estado para o modelo de evolugao temporal para ser utilizado
no Filtro Estendido de Kalman (FEK), uma implementagao nao linear do filtro de Kalman.
As imagens geradas pelo algoritmo relativo sao utilizadas para determinar uma matriz
de transicao de estado e entao é utilizada no FEK para estimar o estado do sistema. Os
ensaios sao realizados através de simulacoes numéricas do comportamento temporal de um
dominio em estudo. Sao adicionados ruidos nas medidas para simular as incertezas dos
instrumentos e erros de modelo. Devido aos problemas numéricos para a determinacao
da matriz de transigao, usa-se a regularizacao de Tikhonov. Mostra-se neste trabalho
que o uso desta regularizacao adiciona amortecimento artificial a matriz de transicao. Os
resultados do FEK mostram que o uso da matriz de transicao melhora a estabilidade
e acelera a convergéncia do filtro. Mostra-se, também, que o residuo médio permanece
dentro de trés vezes o desvio padrao da incerteza de medida assumida no filtro, o que

caracteriza convergéncia estatistica.

palavras-chave: tomografia por impedancia elétrica, Filtro Estendido de Kalman,

modelo de evolugao, estimagao nao linear de parametros
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ABSTRACT

The Electrical Impedance Tomography (EIT) is a method that tries to supply the
observation necessity of lung conditions from the human body electrical properties and
from the gases in the atmosphere in real time. Two algorithm groups to estimate the
lung condition exist today: the relatives, that estimate electrical property variations of
the domain in study, and the absolutes, that estimate the absolute values. Among various
absolute algorithms, there are the Kalman filters - that approach the model parameters
estimation problem by the probabilistic point of view, with the minimum variance of
estimation error. The Kalman filters may include the sensors measurements uncertainties
and the adopted model errors. It’s necessary a system’s temporal evolution model for
this filter to be used, and until today, in the biomedical applications, the only used model
was the random walk. This paper studies the use of images proceeding from a relative
algorithm to estimate a state transition matrix for the time evolution model to be used
in the Extended Kalman Filter (FEK), a non linear implementation of the Kalman filter.
The images generated by the relative algorithm are used to determine a state transition
matrix and then, it’s used in the FEK to estimate the system state. The tests are carried
out with numerical simulations of the time behavior of a domain in study. Noises in
the measures are added to simulate uncertainties of the instruments and model errors.
Leading to the numerical problems for the transition matrix determination, Tikhonov
regularization is used. This study shows that the use of this regularization adds artificial
damping to the transition matrix. The FEK results show that the use of the transition
matrix improves the stability and speeds up the convergence of the filter. It also reveals
that the averaged residue remains inside of three times the standard deviation of the

uncertainty of measure assumed in the filter, what characterizes statistical convergence.

key-words: electrical impedance tomography, Extended Kalman Filter, evolution model,

non linear parameter estimation
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CONSIDERACOES INICIAIS



1 INTRODUCAO E OBJETIVOS

Em muitos casos, observar diretamente o interior de um sistema dinamico ao longo do
tempo sem que se tenha a possibilidade de abrir ou inserir cameras e outros sensores
no seu interior pode ser muito dificil, senao impossivel. Para essas e outras situacoes é
que desenvolveram-se técnicas nao invasivas de observagao, entre estas a Tomografia por

Impedancia Elétrica (TIE).

A TIE consiste em uma técnica nao invasiva para observar um sistema dinamico
ao longo do tempo. Neste caso, observar significa, teoricamente, conseguir determinar
o estado de um sistema'! ou de parte dele em qualquer instante de tempo, seja no caso
discreto ou continuo no tempo, de forma que seja possivel obter informagoes que possam
ser uteis de alguma forma. Na pratica, como sera visto, apenas uma estimativa do estado
do sistema ¢é obtido com a técnica utilizada. Além disto, para que este tipo de tomografia
seja funcional, as caracteristicas do sistema que se queira observar devem ter uma relacao

com as propriedades eletromagnéticas do mesmo.

Por tratar-se de um método robusto de observacao, a TTE vem sendo estudada
para aplicagoes em diversas areas. Cheney, Isaacson e Newell(1) citam a possibilidade de
utilizar a TIE em monitoramento nao invasivo das fungoes cardiacas e de fluxo sanguineo,
deteccao de hemorragias internas, exame de cancer de mama, estudo do esvaziamento
do estomago, detectar acimulo de fluido pélvico, para determinar o contorno que separa
tecidos vivos e mortos e aperfeicoamento do exame de encefalograma. Entre as aplicagoes

nao clinicas, os autores citam o monitoramento de escoamento multifasico, localizacao

!Estado de um sistema é explicado na secdo 2.3.



de depositos de minerais no solo, monitoramento da proliferacao de contaminantes no
solo, ensaios nao destrutivos para a deteccao de falhas em componentes mecanicos, para
o acompanhamento do processo de cura de adesivos e controle de processos quimicos.
Neste trabalho maior énfase sera dada as aplicacoes biomédicas, mais especificamente ao

monitoramento das condicoes pulmonares.

A TIE procura estimar o campo de resistividade/condutividade elétrica no
interior de uma regiao fechada de interesse através da distribuicao da diferenca de
potencial elétrico? medido no contorno deste dominio quando uma distribuicao de corrente

elétrica® é injetada pelo mesmo contorno, ou vice-versa.

Sob o ponto de vista de engenharia, a TIE tenta resolver um problema inverso,
mal condicionado e nao linear, necessitando entao de métodos numéricos para sua solucao.
Dois tipo de métodos de solucao de problemas inversos podem ser utilizados: o estdtico é
usado quando as propriedades elétricas do meio nao variam no intervalo de tempo em que
os dados necessarios para a estimacgao do estado em um instante sao coletados; o dindmico

é usado quando estas variagoes estdo presentes no momento de coleta dos dados (2).

1.1 Objetivos

Este trabalho tem o objetivo desenvolver um algoritmo baseado no filtro estendido
de Kalman (FEK) para a TIE e investigar a possibilidade de utilizar um algoritmo
relativo e estatico para identificar uma matriz de transicao de estado usada no
modelo de evolucao temporal. Justifica-se tal investigacao pelo sucesso do FEK em
estimar imagens médicas através dos trabalhos de Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2),
Kaipio, Karjalainen e Somersalo(3), Trigo(4), Kim et al.(5). Todos estes trabalhos
utilizaram o passeio aleatério como modelo de evolugao do estado e tiveram problemas de
estabilidade numeérica, convergéncia e acuidade das imagens. Com este estudo, espera-se

que um modelo de evolucao mais fidedigno possa trazer estabilidade para o FEK, que se

2A diferenca de potencial elétrico medida nos eletrodos sera doravante chamado de tensao.
30 termo corrente elétrica sera doravante chamado de corrente.



traduz em convergéncia mais rapida e melhores imagens.

O trabalho esta dividido em 4 partes principais. Na Parte I, o Capitulo 1
apresenta a introducao do trabalho e os objetivos do trabalho, enquanto que o Capitulo 2
apresenta a TTE, destacando seu funcionamento, aplicabilidade, caracteristicas, vantagens
e desvantagens. O Capitulo 3 apresenta o filtro de Kalman aplicado & tomografia por

impedancia elétrica e os principais trabalhos publicados sobre o assunto nesta area.

A parte II apresenta a formulacao teorica que é usada no trabalho. O Capitulo 4
apresenta os modelo adotados para o dominio, para os eletrodos e o uso do método dos
elementos finitos nestes modelos. O Capitulo 5 apresenta o phantom numérico utilizado
para simular a aquisicao de dados feita pelo equipamento de tomografia e o Capitulo 6
apresenta o equacionamento do FEK para um sistema discreto no tempo e no espaco.

Apresenta também os efeitos das matrizes de covariancia utilizadas no filtro.

No Capitulo 7 é feito o desenvolvimento do modelo de evolucao adotado no
trabalho e apresenta as equagoes do FEK usando o estado expandido. O Capitulo 8
mostra o equacionamento do método relativo adotado para a geracao das imagens que

serao utilizadas para gerar a matriz de transicao do estado.

Na parte III, o Capitulo 9 apresenta a seqiiéncia de etapas para a implementacao
completa do algoritmo de determinagao da matriz de transicao e do uso do FEK. Apresenta

também os ensaios a serem realizados para testar os algoritmos.

Na parte IV, o Capitulo 10 mostra os resultados e conclusoes obtidos em cada
ensaio realizado e o Capitulo 11 finaliza o trabalho apresentando as discussoes e conclusoes

do trabalho.



2 TOMOGRAFIA POR IMPEDANCIA ELETRICA
(TIE)

Este capitulo tem o objetivo de situar o leitor a respeito da TIE, trazer os principios
de funcionamento do sistema juntamente com alguns resultados obtidos por diversos
pesquisadores, tanto sob o ponto de vista de estimacgao de parametros quanto sob o ponto

de vista clinico.

2.1 TIE na area biomédica

Pacientes com danos severos nos pulmoes estao sujeitos a ocorréncia de mudancas
significativas no processo respiratério devido a ocorréncia de atelectasia'l ou
pneumotoérax?, que podem causar inflamacoes do parénquima. Nestas circunstancias,
segundo Amato et al.(6), a deteccdo precoce a fim de evitar o colapso e o sobre
distendimento dos alvéolos é fundamental para uma estratégia eficaz de protecao dos
pulmoes, resultando em um aumento das fungoes pulmonares e aumento do indice de
sobrevivéncia destes pacientes. Esta estratégia é fundamental em Unidades de Tratamento
Intensivo (UTI), onde os médicos precisam ajustar manualmente os parametros dos
equipamentos de ventila¢gdo mecéanica (vazao de ar e pressao). Trigo, Lima e Amato(7)
comentam que as condicoes do paciente podem mudar drasticamente durante o dia
e até mesmo apds um intervalo de tempo de poucos ciclos respiratorios e um ajuste

inapropriado do comportamento da pressao imposta pelo equipamento é suficiente

LColabamento dos alvéolos de parte ou de todo o pulmio. Colabamento é o fechamento dos alvéolos
devido a baixa pressao do ar dentro dos alvéolos.
2Presencga de ar no espago pleural (regido existente entre a cavidade toracica e os pulmdes).
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para causar inflamacao severa ou mesmo ruptura dos tecidos pulmonares, causando
eventualmente o pneumotérax. Este diagnodstico requer muitas imagens durante o ciclo
cardiaco, que é mais curto que o ciclo respiratorio. Infelizmente, métodos convencionais
de exposicao com raios-X e métodos clinicos corriqueiros em leitos de UTI falham em

conseguir detectar tais ocorréncias anormais para os pulmoes.

Atualmente, a tomografia computadorizada por raios-X continua sendo o melhor
método para detectar tais anormalidades, apesar dos problemas associados a ele: o
transporte do paciente de seu leito ou dos equipamentos de suporte a vida é muito
arriscada e a natureza estatica das imagens da tomografia por raios-X nao traz a
informacao dinamica das condi¢oes dos pulmoes. Algumas vezes, quando o médico
decide que tal procedimento é necessario, ja é tarde demais para reverter os danos nos
pulmées. Cheney, Isaacson e Newell(1) comentam que o procedimento com raios-X é
dividido em duas partes: primeiro é feita uma a inalacao de gases radioativos para detectar
a regiao ventilada dos pulmoes através dos raios-X; em seguida é feita a injecao de um
contraste, radioativo ou nao, no sangue para detectar as regioes irrigadas de sangue dos
pulmoes. Estas duas imagens sao comparadas para determinar as regioes irrigadas mas
sem ventilacao e vice-versa. Considerando isto, a TIE pode ser uma ferramenta atrativa
pois é de facil utilizacao em leitos de UTI e nao tem a necessidade de introducao de

substancias potencialmente nocivas ao organismo.

Para que a TIE possa auxiliar o médico a ajustar os parametros dos equipamentos,
ela deve ser capaz de fornecer imagens rapidamente e de qualidade. Deve ainda ser capaz
de detectar a tempo a ocorréncia das anormalidades a que os pulmoes podem sofrer, desde
colabamento dos alvéolos até a ocorréncia de pneumotorax. Isto é feito com a teoria de

identificacao de sistemas e ajuste de parametros.
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2.2 ldentificaciao e ajuste de parametros

Uma mudanca que ocorreu em meados da metade do século passado foi a necessidade
de modelar matematicamente sistemas dinamicos ou estaticos a partir de medicoes de
grandezas relacionados a este sistema e nao somente segundo a fisica presente no sistema.
Pode-se dizer que o principal motivo para isso foi o aumento da complexidade dos sistemas
que impossibilita a determinacao de equagoes que descrevam o sistema com a precisao
necessaria, processo denominado modelagem fenomenoldgica. Além disto, os avancos
tecnologicos e o barateamento dos computadores possibilitou o tratamento de grandes
quantidades de dados que podem ser extraidos dos sistemas, sendo usados para determinar
um modelo e ajustar seus parametros de forma que possa explicar os dados, processo

denominado identificacao de sistemas e ajuste de parametros (8).

Neste trabalho adota-se o termo ajuste de pardmetros como descrito por
Fleury e Lima(9): O processo de ajustar um conjunto de parametros de um modelo
adotado para o sistema, seja dinamico ou estatico, através da observagao das grandezas

mensuraveis de entrada e saida do sistema.

No caso da TIE, h4 uma mistura entre estes dois tipos de modelagens. Como
o problema a ser resolvido é de natureza eletromagnética, é natural partir das equacoes
de Maxwell para encontrar um modelo que explique satisfatoriamente bem o sistema.
Estando com as equagoes em maos, podem ser feitas hipoteses e particularizagoes cabiveis
ao problema. Esta é a parte que usa a modelagem fenomenolégica. A partir dai, um
conjunto de parametros do modelo devem ser determinados para ajuste do modelo. Nesta

parte faz-se uso do ajuste de parametros.

Em geral, pode-se citar algumas dificuldades do processo de identificacao de

sistemas e ajuste de parametros:

1. Nao unicidade de solucao, ou seja, a partir de um conjunto de dados de entrada e

saida muitas vezes é possivel encontrar mais de um conjunto de parametros validos.
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Os erros de medicao das grandezas podem influenciar muito os resultados da
identificacao de sistemas caso nao sejam tomadas precaucoes para remover tais erros

ou nao sejam levados em conta no modelo.

O problema de identificacao de sistemas é do tipo inverso, que apresenta problemas
numeéricos como a precisao numeérica finita dos computadores digitais e discretizagao

do modelo.

A nao linearidade dos sistemas reais pode causar problemas de convergéncia.

Nem sempre é possivel obter a quantidade suficiente de informagao sobre as entradas
e as saidas para o ajuste do modelo. Nesses casos sao utilizadas regularizagoes para

tentar contornar o problema.

Quantificar a qualidade do ajuste dos parametros e da modelagem é um tanto
subjetiva. Nem sempre um resultado que atende a um critério de desempenho

tem utilidade pratica.

A TIE é um método de identificacao de sistemas que é composto de um hardware
software, que sao capazes de:
Impor entradas controladas no sistema que se quer observar;
Ler as respostas deste sistema as entradas impostas;
Com os dois conjuntos de dados, ajustar os parametros do modelo assumido;
Gerar uma estimativa da distribuicao da propriedade do sistema que é de interesse

a0 USUArio.

As duas primeiras sao tratadas com a teoria de aquisicao e condicionamento de

sinais, as duas ultimas sao tratadas com a teoria de resolugao de problemas inversos.
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2.2.1 Problema direto e inverso

Pode-se fazer uma divisao em duas classe dos problemas tratados na engenharia. O

primeiro é chamado problema direto e o segundo problema inverso.

O problema direto é caracterizado pela necessidade de se conhecer as saidas de
um sistema cujo modelo para o sistema e as entradas do sistema sao conhecidos. Este
tipo de problema costuma ocorrer nas etapas de projeto, onde se tem modelos idealizados
para o sistema e as entradas e procura-se determinar os efeitos. A Fig. (2.1) mostra o

diagrama tipico de um problema direto.

Conhecido Conhecido Desconhecido

| Excitaggo |——> Sistema |——> Saida |

Figura 2.1: Diagrama tipico de um problema direto.

O problema inverso é caracterizado pela necessidade de se conhecer um modelo
e/ou os parametros de um modelo para o sistema de forma que as entradas conhecidas
causem as saidas também conhecidas. Este tipo de problema costuma ocorrer nos
problemas de identificacao, onde estao disponiveis medidas das entradas e saidas do
sistema e quer-se encontrar um modelo compativel. Nota-se a relacao direta entre
problema inverso e identificagdo de sistemas. A Fig. (2.2) mostra o diagrama tipico de

um problema inverso.

Conhecido Desconhecido Conhecido

‘ Excitagao ‘:>‘ Sistema ‘:>‘ Saida

Figura 2.2: Diagrama tipico de um problema inverso.
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A resolugao de problemas inversos também esté presente nas seguintes areas (10):

e controle 6timo em sistemas estocésticos;

e algebra linear computacional em problemas de posto incompleto;
e teoria de filtragem:;

e assimilacdo/iniciacao de dados;

e teoria da estimacao.

Nesta classificacao, a TIE encontra-se na classe de problemas inversos.
Adicionalmente, ¢ um problema nao linear e a convergéncia do processo de estimagao
de imagens® deve ser investigada (11). Em geral, a solugdo de um problema inverso

engloba a solucao do problema direto associado a ele.

Para a solu¢ao de problemas inversos, Velho(10) discute uma pequena lista:

1. inversao direta;

2. decomposicao em valores singulares;

3. minimos quadrados e variantes (minimos quadrados ponderados);
4. métodos de regularizacao;

5. métodos variacionais;

6. métodos bayesianos;

7. filtros digitais;

8. redes neurais.

O processo de identificacao de sistemas e ajuste de parametros enfrenta algumas

dificuldades, a principal fonte de dificuldades é a natureza mal-posta destes problemas.

30 termo estimacdo de imagem tem o mesmo significado de estimacio do estado
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2.2.2 Problema mal-posto

No inicio do século XX, o matemaético francés Jacques Hadamard definiu um problema

bem-posto como aquele que cumpre as trés condicoes:

1. Existe solucao;
2. A solugao é unica;

3. A solugao tem um dependéncia continua (suave) com os dados de entrada.

Assim, o problema é dito mal-posto se alguma das condi¢des acima nao é
satisfeita. Em geral, nenhuma das condi¢coes de Hadamard é satisfeita num problema

inverso Velho(10).

Problemas discretizados sao chamados mal condicionados se a condicao 3 nao se
cumpre. Um sistema mal condicionado é caracterizado por instabilidade numérica, que
no caso da TIE é causada por diversos fatores. As limitagoes citadas na secao 2.4 estao

associadas também ao mal condicionamento do problema:

1. A discretizagao do dominio em um nidmero finito de elementos via malha de
elementos finitos causa problemas de estabilidade e rastreamento devido a limitacao
do nimero de parametros a serem ajustados de modo a conseguir relacionar
corretamente as entradas de saidas do sistema (3). Isto desrespeita a primeira e

a terceira condic¢oes de Hadamard.

2. Nao é conhecida a distribuicao de tensoes ao longo de todo 0T , entao as informagoes
de Cauchy para a solucao das equacoes diferenciais nao sao totalmente conhecidas
e por isso nao ha solucao univoca para o problema. Isto desrespeita a segunda

condicao de Hadamard.

4Esta, condicdo deve se entendida como a capacidade de determinar uma solucdo para um problema.
E necessario definir bem qual o problema a ser resolvido. Caso o problema seja determinar o distribuicdo
discretizada de resistividade no meio de modo a compatibilizar exatamente os dados de entrada e saida do
sisterna, entao este problema provavelmente nao apresenta solucao. Porém se o problema for determinar
uma distribuicdao de resistividade discretizada de forma a minimizar a discrepincia entre os dados de
entrada e saida, entao o problema apresenta solugao.
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3. A limitada quantidade de informacao sobre as entradas e saidas pode caracterizar
problemas de observabilidade, ou identificabilidade dos parametros. Isto desrespeita

a terceira condicao de Hadamard.

2.3 O estado observado na TIE

Neste trabalho utiliza-se do conceito de estado de um sistema. O estado de um sistema
dindmico qualquer é um conjunto escolhido de grandezas fisicas (variaveis de estado),
mensuraveis ou nao que, juntamente com o conhecimento da dinamica do sistema e sem
a presenca de excitacao externa, determinam completamente a evolucao do sistema.
Pode-se inclusive considerar os parametros de um modelo nao variavel como variaveis de
estado, considerando que a dinamica deste "sistema'" é nula. No caso deste trabalho, o
estado é considerado como sendo a distribuicao de resistividade elétrica dos tecidos do

corpo humano e dos gases presentes nos pulmoes.

Suprasiernal notch
Menubrium of sterum & 7andiie

Sternat angle

2nd b
2nd
Interspage
2nd costs!
cartiiage

Costochonalal
" junctions

Costal angle Wy
b4
/4

Costal margin

(a) Cortes transversais. (b) Faixa de interesse.

Figura 2.3: Dominio de interesse. (adaptado de (12))

A TIE estima o estado no interior de uma regiao de interesse do corpo humano,
doravante chamado de dominio I" e limitado por uma superficie de contorno externo oI .
No caso de observacao das condicoes pulmonares, I' é o volume finito e limitado por

dois cortes transversais e paralelos do torax na altura meédia dos pulmoes e a superficie
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de contorno OI" é apenas a superficie da pele que envolve faixa, como pode ser visto na

Fig. (2.3).

Como em todo processo de estimacao de parametros de um modelo, é necessario o
conhecimento de sinais de entrada e de saida do sistema. Segundo Trigo(4), sdo possiveis
dois métodos para a coleta de dados para o uso na estimacao do estado: o primeiro
é feito impondo uma distribuigao espacial de corrente (alternada) em OI' e medindo a
distribui¢ao de tensao que surge em OI' ; o segundo é feito impondo uma distribuicao de

tensao (alternada) em O e medindo a distribuigao de corrente que surge em OI" .

A distribuicao de tensao e de corrente relacionam-se através de uma fungao nao
linear da distribuicao de impedancia complexa no interior do dominio e da geometria do
mesmo, assim trazem informacoes sobre o estado do dominio que podem ser usados para
a estimacao. A impedancia elétrica Z, de um elemento é definida como a razao entre o
fasor da tensao V, através de um elemento pelo fasor da corrente I, que passa através

deste elemento,
174
Zy = —. 2.1
7 2.1)

A parte real da impedancia é chamada de resisténcia, enquanto que a parte complexa
¢ chamada de reatancia. A resistividade p de um material pode ser definida como a
resisténcia do material por unidade de comprimento do material e por unidade de area
da se¢do transversal do material e sua unidade no Sistema Internacional de Unidades (SI)
é [Q2.m]. Analogamente, a reatividade ¢ do material pode ser definida como a reatancia
do material por unidade de comprimento do material e por unidade de area da secao

transversal do material.

Segundo Barber e Brown(13), se as correntes injetadas tiverem freqiiéncia entre
20 e 50 kHz, a componente complexa pode ser desprezada. Este é o caso utilizado na
TIE, portanto s6 sdo considerados os efeitos resistivos do meio. Segundo Nopp et al.(14),

a resistividade e permitividade relativa® do meio sao dependentes da freqiiéncia. Os

5Permitividade relativa é definida como a razdo entre a permitividade do meio em relacio a do vacuo.
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resultados obtidos quando injeta-se corrente com freqiiéncias inferiores a 20 kHz sao
falsificados por efeitos de polarizacao dos eletrodos, enquanto que para freqiiéncias maiores

que 50 kHz a influencia da impedéancia dos eletrodos pode ser desprezada.

Sob o ponto de vista clinico a TIE é eficaz pois a dindmica dos fluidos no
interior do corpo humano afeta a distribuigdo de resistividade elétrica. Nopp et al.(14)
mostram que o pulmao aerado apresenta uma grande diferenca na resistividade elétrica
com relacao ao pulmao colabado devido a presenca de ar, que possui alta resistividade,
contrastando com os tecidos do corpo humano, que possuem resistividades similares ao
da agua. Mostram ainda que a resistividade aumenta enquanto que a permitividade
relativa diminui com o aumento da quantidade de ar dentro dos pulmoes, sendo que a
variacao da permitividade é muito mais acentuada que a variacao da resistividade. Além
disto, mostram que muitas patologias pulmonares alteram a resistividade dos pulmoes,
como os diversos tipos de pneumonia e enfisemas e concluem que seria possivel utilizar as

propriedades elétricas dos pulmoes como meio de auxiliar o diagnéstico médico.
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2.4 Limitacoes e vantagens da TIE

Com a distribuicao espacial e temporal de resistividade obtida pela TIE é possivel montar
uma seqiiencia de imagens® para o usuério que podem ser relacionadas com o fenémeno
de interesse. Apesar da resolucao espacial das imagens da TIE serem inferiores quando
comparadas as imagens geradas por outros métodos, tais como a ressonancia magnética,

tomografia computadorizada e ultra-sonografia, a TIE apresenta algumas vantagens:

1. E inofensiva pois nao é invasiva, nao utiliza nenhum tipo de radiacao e a corrente

elétrica é inofensiva desde que obedeca os limites de seguranca (15);
2. Baixo custo devido a um Hardware relativamente simples;

3. Portabilidade devida as pequenas dimensoes do equipamento, o que torna possivel

levar o equipamento até o paciente em vez do contrario;

4. Apresenta resposta temporal rdpida, o que permite obter imagens praticamente em

tempo real.

Atualmente, os diversos grupos de pesquisa estudam modos de aumentar a
resolugao espacial, acuidade e rapidez com que a TIE gera imagens. Existem algumas

restricoes na TIE que causam diminuicao na resolucao espacial:

1. Nio se pode dizer que toda a corrente injetada em OT' permanece dentro de I' . E
praticamente inevitdvel que ocorra alguma fuga de corrente para as outras regides
do corpo do paciente. Com isto a densidade de corrente dentro de I' diminui,
diminuindo a relagao sinal /ruido, que causa aumento dos efeitos do ruido sobre a
medida. Conseqiientemente, had uma diminuicao da qualidade das medidas usadas
para estimar o estado. Outro problema que a fuga de corrente causa é que a

resistividade das regioes ao redor de I' interferem nas medidas de tensao (16).

6Neste trabalho, o termo imagem tem o mesmo significado de estado do sistema em um determinado
instante.



20

2. Teoricamente falando, Sylvester e Uhlmann(17) mostram que todas as possiveis
medidas em OI' determinam univocamente a resistividade em I' . Entretanto,
atualmente nao é possivel medir a distribuicao de tensao e corrente ao longo de
todo OI" , entao apenas algumas regioes em OI" tém estas grandezas medidas através
de eletrodos. Com a discretizacao das leituras de tensoes e correntes, o nimero
de medidas linearmente independentes é finito, causando limite na quantidade de
informagao conhecida sobre o sistema e, por conseqiiéncia, diminuicao do nimero
de variaveis de estado que se pode estimar sem que se use informacao a priori’. Por
este motivo a resolugao das imagens esta diretamente ligada ao nimero e posi¢ao

dos eletrodos ao longo de OT" .

3. Os métodos atuais mais utilizados na TIE (e que também ¢é utilizado neste trabalho)
fazem uso do métodos dos elementos finitos (MEF) para discretizar ' . Com
esta discretizacao, o nimero de varidveis de estado torna-se um numero finito
(resistividade de cada um dos elementos da malha) ao invés de infinitos no caso
continuo (distribui¢ao continua de resistividade em I ). Toda a regiao compreendida
por um elemento da malha de elementos finitos ¢ considerada possuir a mesma
resistividade elétrica. Com isto, o estado obtido pela resolucao das equagoes
pertinentes é apenas uma estimativa do estado real presente em I' . Este estado
aproximado representa o valor médio da resistividade presente em cada elementos,

o que equivale a um filtro passa-baixas® espacial na imagem obtida.

"Neste caso, informacdo a priori é toda informacdo que se conhece sobre a distribuicdo de resistividade
no dominio I' | seja esta informacdo um valor fixo ou um intervalo possivel de resistividade. Além
disto, a informacao pode estar na forma de defini¢coes de sub-regides onde a resistividade é assumida ser
constante (ou aproximadamente constante), na forma de regularizacoes ou ainda na forma de informagoes
estatisticas, tais como matrizes de covaridncia do estado.

8Filtro passa-baixas ¢ um filtro de sinais que penaliza variacoes de altas freqiiéncias. Note que isto
funciona como um tipo de informacao a priori.
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2.5 Padrao de corrente e de tensao

O numero de medidas independentes possiveis na TIE esta relacionada nao s6 ao niimero
de eletrodos em OI' , mas também ao modo como correntes sao injetadas e tensoes sao
medidas (ou vice-versa). Utiliza-se o termo padrdo de corrente para exprimir o modo como
as correntes elétricas sao impostas ou medidas e o termo padrao de tensao para exprimir
o modo como as tensoes sao impostas ou medidas. Diversos autores estudaram meios de
injetar corrente e medir tensdes, Trigo(4) comenta quatro métodos, trés deles permitem
obter e.(e — 3)/2 medidas de tensoes independentes, onde e é o niimero de eletrodos e um
deles permite obter e.(e — 1)/2 medidas independentes de tensoes. Aqui serd explicado

somente o padrao de corrente e de tensao utilizado no trabalho:

A injecao de corrente é baseada no método dos padroes vizinhos proposto por
Brown e Segar(18) apud Trigo(4). Neste caso, aplica-se corrente entre dois eletrodos
separados por um eletrodo, por exemplo o par (1,3) conforme Fig. (2.4). Mantendo esta
corrente, mede-se as tensoes entre pares de eletrodos pulando também um eletrodo,
desde o par (1,3) até o par (e,2). Entao o par de inje¢ao é alterado em uma unidade e

as tensoes sao novamente medidas.

Figura 2.4: Método dos padroes vizinhos
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Deste modo sao obtidos e* medidas de tensao, sendo que apenas e?/2 sdo
independentes devido ao principio da reciprocidade, que afirma que medidas de tensoes
em pares de eletrodos que ja haviam sido utilizados para injecao de corrente conduzem
a resultados idénticos (19). Este é o valor maximo que este método consegue fornecer
de medidas linearmente independentes, no caso do comentado por Trigo(4), o nimero
de medidas é menor devido a dificuldade de se medir as trés tensoes que envolvem os
eletrodos que injetam corrente devido a impedancia de contato meio-eletrodos. Como
as tensoes sao medidas entre 2 eletrodos e nao entre um eletrodo e uma referéncia fixa,
diz-se que mede-se tensoes diferenciais. Este tipo de medida traz a vantagem de reduzir

os efeitos de ruido nas medidas realizadas.

Salienta-se trés aspectos sobre a injecao de corrente e tensao:

1. ter um certo nimero de medidas de tensao independentes nao é garantia de que seréa
possivel estimar o mesmo niimero ou até mesmo um nimero menor de variaveis de
estado do modelo adotado. Para garantir isto é necessario verificar se estas medidas

sao suficientes para assegurar a observabilidade do sistema.

2. um subconjunto de medidas reais nao independentes traz informacao util para
o sistema. Caso nao houvesse incertezas e ruidos nas medidas feitas, haveria
informacgao redundante, mas como isto nunca ocorre na pratica, este excesso de
informagao pode ser utilizada de modo a ajudar a diminuir o efeito do ruido das

medidas, por exemplo através do método dos minimos quadrados®.

3. a densidade de corrente que passa por I' nao é uniforme. Isto pode ser entendido pela
Fig. (2.4): a regido mais proxima do par de injegao de corrente possui uma densidade
de corrente maior em comparacao com as regioes ao longe, isto causa insensibilidade
das medidas em relacao as variagoes de resistividade nas regioes ao longe do par de
injecao. Considerando a contribuicao de todos os padroes de corrente, conclui-se que

a regiao central de I' é penalizada neste sentido pois é a regiao mais afastada de todos

9Este assunto serad tratado na secdo 6.2.
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os eletrodos. De fato, Yorkey, Webster e Tompkins(11) examinaram os auto-valores
da matriz jacobiana responsavel pelo operador linearizado que relaciona o mapa de
resistividade com os potenciais elétricos medidos no algoritmo de Newton-Raphson
e concluiram que os auto-valores, correspondentes as regioes centrais do dominio,
possuem os menores valores significando insensibilidade do método para detectar
mudancas nestas regides. A insensibilidade em relacao as variacoes que ocorrem
no centro de I' podem ser contornadas através de regularizacoes, como feito por

Aya et al.(20) para resolver o problema inverso.

2.6 Estimacao de imagens

Apobs a coleta das medidas de tensoes e correntes, a proxima etapa do processo é a

estimacao das imagens.

Muitos métodos para a estimacao foram desenvolvidos. Uma listagem dos
métodos estudados pode ser encontrado em (1). Estes métodos podem ser classificados

de diversas maneiras, entre elas pode-se citar:

estatica / dinamica: Esta classificagdo separa as reconstrugoes conforme a velocidade
de mudanca do estado em relacao ao tempo necessario para realizar a aquisi¢ao
de sinais e processamento. Em situacoes em que as mudancas de resistividade sao
suficientemente lentas, todas as medidas podem ser realizadas antes que haja um
mudanca significativa na distribuicao de resistividade, entao um método estatico
pode ser utilizado. Exemplos de aplicagoes onde se pode utilizar de métodos
estaticos é na determinacao de jazidas minerais no solo e deteccao de defeitos
de fabricacao em componentes mecanicos. Ja nos casos onde as mudancas de
resistividade sao mais rapidas, os efeitos da dinamica do sistema devem ser levados
em conta e um método dinamico deve ser utilizado. Pode-se citar como exemplos
o monitoramento de escoamento multifasico em tubulacoes e monitoramentos das

condigbes cardiaco-pulmonares. Kaipio, Karjalainen e Somersalo(3) comentam que
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durante atividades fisicas, a freqiiéncia cardiaca é de aproximadamente de 200
batidas por minuto, entao consideracoes estaticas neste caso levam a erros de

estimagcao.

seqiiencial / por lote: Esta classificagdo é feita conforme o nimero de medidas
utilizada para reconstruir as imagens. Quando um pequeno numero de novas
medidas juntamente com medidas obtidas anteriormente sao utilizadas para estimar
as imagens, o processo é chamado de seqiiencial. Com exemplo pode-se citar os filtros
de Kalman. Quando um lote completo de medidas é utilizado para reconstruir a
imagem sem que medidas anteriores seja utilizadas, o processo é por lotes. Como
exemplo pode-se citar os métodos por sensibilidade, por perturbacoes e por linhas

equipotenciais.

Teoricamente, os métodos devem ser tratados como seqiienciais pois nao é possivel
medir todos os padroes de corrente e tensao instantaneamente, porém com o
aumento da velocidade dos computadores e das placas de aquisicao de sinais, pode-se
considerar que ¢ possivel medir um conjunto de tensoes quase instantaneamente,
de forma que esta hipotese pode ser usada satisfatoriamente. Nos trabalho de
Kaipio, Karjalainen e Somersalo(3), Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2) e Trigo(4)
considerou-se que todas a medidas de tensoes de um mesmo padrao de corrente
eram simultaneas, porém os potenciais elétricos medidos por cada um dos padroes

de corrente nao eram simultaneos.

relativo / absoluto: Esta classificacdo ¢é feita considerando o tipo de imagem
reconstruida. Se as imagens reconstruidas forem de variagao de resistividade, o
método é considerado relativo. Como exemplo cita-se o método de sensibilidade,
de perturbacao e de linhas equipotenciais. Caso as imagens forem de valores
absolutos, o método é classificado como absoluto. Como exemplo cita-se o método

por otimizacao topologica, Gauss-Newton e os filtros de Kalman.

Nos métodos relativos, uma certa distribuicao de resistividade deve ser usada como



25

referéncia para as imagens. Por isto, esta imagem de referéncia deve ser escolhida
de modo a propiciar imagens com significado fisico util para o usuario. Além disto,
a maioria dos métodos relativos sao linearizacoes do problema original, utilizando
esta imagem de referéncia como ponto de linearizacao. Com isto, a importancia da
imagem de referéncia torna-se mais critica pois esta deve propiciar um estado base
para a linearizacao do problema que conduza a imagens de qualidade suficiente.
Conforme o estado verdadeiro se distancia do estado de referéncia, as imagens
tornam-se cada vez mais incorretas devido aos efeitos de nao linearidade nao

considerados.
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3 FILTRO DE KALMAN NA TIE

A TIE depende de medidas de tensoes e correntes feitas através de eletrodos aderidos em
OI' , cujo contato elétrico nao é perfeito e sempre haverd uma impedancia de contato.
Além disto, é necessario coletar rapidamente as medidas de forma a ser capaz de gerar
imagens em tempo real. Todos estes efeitos combinados causam problemas para a
estimacao do estado pois as medidas obtidas pelo sistema de aquisi¢ao possuirao ruidos e
incertezas. Somando-se a isto, um modelo aproximado é adotado, o que causa incertezas

também no que seria uma "boa" imagem.

Os ruidos e incertezas tém natureza estocastica (ou entao podem ser modelados
como tal), o que leva a ado¢do de métodos estocasticos para a estimagao do estado.
Dentro do conjunto de ferramentas matemaéticas utilizadas para estimacao estocastica,
a ferramenta mais bem conhecida e usada é o chamado filtro de Kalman. Desenvolvido
a partir de 1960, o filtro de Kalman é um estimador preditor-corretor que é 6timo no
sentido de minimizar a covariancia do erro de estimacdo. E um algoritmo recursivo, cujo
processamento é realizado conforme novo dados a respeito do sistema sao obtidos. Mesmo
nos casos em que as condicoes de otimalidade nao sao satisfeitas, o filtro de Kalman
costuma funcionar bem (21). De fato, segundo Kaipio, Karjalainen e Somersalo(3), se
os ruidos associados as medidas e ao modelo forem gaussianos, o filtro de Kalman exibe
propriedades de otimalidade quadraticas e, caso nao sejam, o filtro apresenta a melhor

estimativa linear.
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O primeiro artigo publicado que resolve o problema da TIE considerando
variagoes temporais de resistividade é atribuido a Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2).
Neste trabalho, os autores utilizam o filtro (linearizado) de Kalman (FK) e comentam
que para utilizar abordagens estaticas ao tentar resolver problemas dinamicos é necessério
utilizar poucas medidas (que diminui a resolu¢do espacial da imagem) e/ou janelas de
medigio de tensdo menores (que aumenta o nivel de ruido nas medidas). Além disto,
abordagens classicas nao levam em conta a dependéncia estatistica entre imagens em
instantes diferentes, ou seja, nao sao levados em conta os estados anteriores para a nova
estimacao. Como a tendéncia de evolucao do estado pode ser utilizada para ajudar na
nova estimagao como uma forma de informacao a priori, nao é apropriado utilizar métodos
que nao levam em conta esta evolucao pois assim perde-se informacao de qualidade. Neste
trabalho, o problema de estimacao é tratado como um problema de estimacao de estado
e o FK é usado. Os autores utilizam o conceito de regiao de interesse (RI) para diminuir
o numero de variaveis de estado e melhorar a estabilidade numérica do filtro. Apesar
disto surge o problema de capacidade de rastrear o estado corretamente devido a grande

dimensao espacial das Rls.

Os filtros de Kalman sofrem um atraso nas estimativas que sao provenientes
da natureza causal do filtro, isto é, o filtro somente utiliza informagoes do passado para
estimar o novo estado. Segundo Kaipio, Karjalainen e Somersalo(3), as aplicagoes em que
o estado nao é usado para controle em tempo real, os calculos podem ser feitas off-line, e
entao pode-se utilizar todas as medidas para estimar o estado em cada instante de tempo.
Neste trabalho os autores utilizam regularizacao espacial de Tikhonov para diminuir a
instabilidade numérica do filtro, porém tal regularizacao tem um efeito de alisamento das
imagem obtidas. Segundo Trigo, Lima e Amato(7), o uso da regularizagao de Tikhonov
nao é adequada em aplicagoes médicas pois a acuracia do valor de resistividade em regioes

especificas é necesséria

A acuidade das estimativas do FK pode ser prejudicada caso a escolha do estado

de referéncia para a linearizacao seja muito diferente do estado real. Para tentar contornar
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este problema, Kim et al.(5) utilizaram pela primeira vez o filtro estendido de Kalman
(FEK), que faz a linearizagao sempre em torno da ultima estimativa. O prego que se paga
por isto € um maior tempo computacional devido ao calculo da matriz jacobiana a cada
iteracao. Neste trabalho, mostram a superioridade do FEK sobre o FK principalmente
na definicao das imagens, porém ainda assim foi necessario utilizar regularizagao espacial

de Tikhonov para melhorar o condicionamento do sistema.

Kim et al.(22) trabalham no caso onde a resistividade de uma certa sub-regiao
interna é conhecida, por exemplo a regiao da coluna vertebral. Com este acréscimo de
informacao, mostrou-se um modo de adicionar informagao a priori sobre a estrutura de

I aos filtros de Kalman.

Trigo, Lima e Amato(7) e Trigo(4), utilizando o FEK, desenvolvem métodos para
estimar a distribuicao de resistividade em I' e também o valor da resisténcia de contato de
cada um dos eletrodos, método foi denominado duas fases. O método consiste em estimar
alternadamente a resisténcia de contato e a resistividade de I' e é baseada no teorema do

ponto fixo (23).
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4 MODELOS ADOTADOS

4.1 Modelo do dominio

O modelo adotado para o dominio I' considera que este é uma regiao bidimensional,
fechada e limitada por uma superficie de contorno OI' . Considera-se que ele possui
uma distribuigdo estacionaria de carga, uma distribui¢ao de condutividade o(z,y) e

permitividade e constante.

As equagoes de Maxwell do eletromagnetismo para materiais lineares, isotropicos

e nao dispersivos sao:

V-eE =q jgeE-dA:/qu (4.1)
S \%
V.-B=0 B-dA=0 (4.2)
S
0B d
» O » d
VX B=J4e yBdl= [ J-dA+ L | eE-dA, (4.4)

onde a eq. (4.1) é a lei de Gauss, eq. (4.2) é a lei de Gauss para o magnetismo, eq. (4.3) é
a lei de Faraday e eq. (4.4) é a lei de Ampére, toda nas formas diferenciais e integrais. E
é o campo elétrico, ¢ é a densidade de carga livre, B é a densidade de fluxo magnético,
J ¢é a densidade de corrente livre,  é a permeabilidade magnética do material e € é a

permitividade elétrica do material.
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Parte-se da terceira equagao de Maxwell (eq. (4.3)) na forma diferencial:

V xE - _38—? (4.5)

Segundo Hua et al.(24), se a freqiiéncia da corrente que atravessa o meio for
inferior a 30MHz, pode-se considerar que o termo da direita da eq. (4.5) é nula, restando

entao
VxE=0, (4.6)

e na sua forma integral:
7{ E-dl =0. (4.7)
c

Devido a esta tltima, existe uma fungao potencial elétrico escalar U (z,y) tal que

~VV = E. (4.8)

Usando o operador divergéncia (V-) em ambos os lados da quarta equagao de

Maxwell (eq. (4.4)) na forma diferencial, obtém-se

d(V - E)

. -1BYy=-V.
V- (Vxu 'B)=V-J+e o

. (4.9)

Note que foi usada a hipotese de que € é constante em todo I' . Sabe-se que
V- (V x uB) = 0 entdo, usando a primeira equacao de Maxwell (eq. (4.1)) na sua forma

diferencial, chega-se a

dq

(4.10)

Assumindo que nao haja acimulo de carga dentro de I' | o termo da direita da

eq. (4.10) é nulo, entao

V-J=0. (4.11)
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A densidade de corrente no interior do meio com propriedades resistivas e

capacitivas no caso em que a freqiiéncia é fixa é dada por
J =[o(z,y) + iwe] E, (4.12)

onde ¢ é a unidade imaginaria e w é a freqiiéncia angular da corrente injetada. Segundo
Barber e Brown(13), se as correntes injetadas tiverem freqiiéncia entre 20 e 50 kHz, a

componente complexa pode ser desprezada, restando

J=o0(z,y)E. (4.13)

Usando a eq. (4.13) e eq. (4.8) na eq. (4.11), obtém-se a equagao
V- (cVV) =0, (4.14)

que descreve a distribuicao de tensao dentro de I' .

Como nao deve ocorrer acimulo ou perda da carga elétrica livre dentro de I ,

pode-se escrever a seguinte expressao para a densidade de corrente que atravessa O :
j{ J-dA =0. (4.15)
or

Na pratica, as tensoes e correntes medidas e injetadas sao feitas através de e

eletrodos localizados em OI' , entao a condi¢ao de contorno para a corrente é:

ov
a%:lﬁ, i=1,2,... ¢ (4.16)
v
088E0> =0, nos demais pontos de OI" ,
n

onde 1 é o versor normal a OI' orientado para fora e J; é a densidade de corrente do
1-ésimo eletrodo.

Neste trabalho, escolheu-se utilizar a grandeza escalar resistividade que é

relacionada com a condutividade por p = o7 1.
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4.2 Modelo do eletrodo

Neste trabalho, o modelo de eletrodo segue o trabalho de Cheng et al.(25). Este modelo,
chamado de modelo completo, supoe um eletrodo com area de contato finita, cobrindo
uma &rea apreciavel do dominio. Segundo Hua et al.(24), eletrodos com &rea de contato
grande permitem uma distribuicao de corrente elétrica mais uniforme em I' e possui menor
impedancia de contato pois esta ultima é inversamente proporcional a area de contato.
Isto aumenta a sensibilidade das medidas em relacao as variacoes de resistividade internas.
Este modelo supoe também uma impedancia de contato entre o eletrodo e a superficie de
OT' . Nos casos de aplicagao médica, esta impedancia é elevada, e em geral é variavel no
tempo. Por ultimo, este modelo admite que nao ha diferenca de potencial elétrico dentro

do eletrodo. As equacdes finais do modelo sao:

1
V- (=VV¥)=0 (4.17)
P
10V
/ oy _ g, (4.18)
ar, pOR
10U
— =0 (4.19)
p On
10U
Utz =y 4.20
MY i (4.20)
A eq. (4.18) representa a corrente que atravessa o i-ésimo eletrodo i = 1,2,... e,

com I; sendo a corrente elétrica que o atravessa e JI'; representa a area de OI" coberta pelo
eletrodo. A eq. (4.19) representa a inexisténcia de corrente elétrica atravessando OI' na
regices sem eletrodos. A eq. (4.20) representa o potencial elétrico v; nos eletrodos como
sendo a soma do potencial ¥ mais a queda de tensao na interface do eletrodo devido
a resisténcia de contato representada por z; = % [27'm™2], onde ¢ é a espessura da

interface.
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4.3 Discretizacao do dominio

O dominio I' é discretizado em elementos finitos para a solu¢ao numérica. O dominio é
dividido em uma malha com m noés e n elementos finitos triangulares de resistividade p;,

1 =1,2,...,n constante, de altura constante e igual para todos os elementos.

Ao longo de todo o dominio, a fungao que descreve o potencial elétrico ¢ dada

pela composicao do potencial elétrico em cada elemento,

Viz,y) =) wwile,y), (4.21)

onde w; vale 1 quando (z,y) estiver contido no i-ésimo elemento e vale 0 caso contrario
e v;(x,y) é o potencial elétrico dentro do i-ésimo elemento da malha, sendo aproximado

por uma func¢ao interpoladora linear do tipo
vi(x,y) = a+ bx + cy, (4.22)

cujos os coeficientes a, b e ¢ sao fungoes dos potenciais elétricos dos trés vértices do
elemento triangular (11). Sejam as coordenadas nodais de cada um dos trés vértices de
um elemento serem denotados por (x;,vy;), entdo a determinacdo dos coeficientes ¢é feita

resolvendo a equagao matricial resultante da utilizagao da eq. (4.22) em cada um destes

nos
Vi1 Lz oy a
V2 = 1 Ty Y2 b . (4 23)
Vi3 I x3 ys3 c

Resolvendo este sistema, a eq. (4.22) pode ser simplificada para

vi(T,y) = [f1 fo fg} Vig | (4.24)
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onde f; sao as fungoes de forma, dadas por

i = g = ag8) + (32 = )2 + (2 = 2] (4.25)
f2= Qi‘ki [(T3y1 — 1y3) + (Y3 — y1)z + (21 — 23)Y] (4.26)
fs= 221' (12 — 2291) + (11 — Y2)x + (22 — 1)y (4.27)

e A; representa a area do elemento (26). A eq. (4.24) fornece o potencial elétrico em um

ponto qualquer dentro do i-ésimo elemento caso os potenciais nos nés sejam conhecidos.
Para associar o potencial elétrico do elemento com sua resistividade, usa-se o
principio variacional correspondente a eq. (4.14) ,

1 1 1 1
mi=y [ SIBPav =5 [ |- ulav (4.28)
v; Pi v; Pi

k3

onde V; é o volume do i-ésimo elemento (27). O gradiente da funcao potencial elétrico do

elemento é dado pela derivacao da eq. (4.24)

ov; dfr 0fy 0Ofs
Oz dr Or Ox vit
V’Ui == = V;2 = Fz'ljl, (429)
v Ofi 0fy Ofs '
Loy | Loy oy oy J L™
Utilizando a eq. (4.29) na eq. (4.28), chega-se a
(N R _
T, = ZU; —F' FdV v;. (430)
2 v; Pi
O extremo dessa fungao é encontrado fazendo
i 1 - =
o _ U —FTFdV} 5, = Yiw, (4.31)
9v, v; Pi

onde Y; € R33 ¢ a matriz de condutividade local do i-ésimo elemento. Realizando a

integracao adotando uma espessura h uniforme e considerando resistividade homogénea
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e isotropica, chega-se a

Y i] e.m)

= Ao (MeNm + V0m) (4.32)

m=(y2—y3) , th=(x3—1x2)
= (ys—vy1) , Vo= (11 —x3) - (4.33)

N3 = (yl —yz) , Us = (1’2 —331)

O principio variacional aplicado em todo o dominio discretizado corresponde a

somatoria de todas as matrizes locais dos elementos (4):

Y(p) =2 Yilp), (4.34)

onde Y € R™™ p € R" é o vetor de resistividade dos elementos

4.4 Discretizacao dos eletrodos

A discretizagao dos eletrodos segue o trabalho de Hua et al.(24). Neste trabalho, o modelo
completo de eletrodos é discretizado em elementos finitos de duas dimensoes. Os detalhes

da deducao nao serao descritos aqui.

Cada eletrodo é dividido em dois elementos planos com quatro nos adjacentes,
conforme Fig. (4.1). Os nos 1, 2 e 3 estdao em contato com o dominio, e os nos 4, 5 e 6

estao em contato com o eletrodo.

eletrodo

5 i 4
- interface
2 3

_ /
dominio

Figura 4.1: Discretiza¢ao da interface. (adaptado de Hua et al.(24))
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Duas hipoteses sao usadas pelos autores: as tensdes nos noés 4, 5 e 6 sao
consideradas iguais devido a pequena resistividade elétrica do material do eletrodo e a
espessura t da interface tem dimensoes muito menores que a largura a do eletrodo (t < a).
Utilizando o mesmo processo usado para determinar a matriz de condutividade local dos

elementos do dominio, os autores mostram que a matriz de condutividade de um eletrodo

é dada por
1+ 0 -2
e b 2 1 _3
Y = ;T 2 (4.35)
Pl sim 1 —%
L. 6 -

onde b é a dimensao da interface perpendicular a a e t. Pode-se agrupar os termos tp como
uma Unica grandeza fisica que caracteriza a resisténcia por unidade de &rea de contato

(unidade SI [2m?]), que serd nomeada pardmetro de eletrodo.

A matriz de condutividade de cada um dos e eletrodos, em coordenadas globais,

pode ser adicionada & matriz de condutividade global semelhantemente & eq. (4.34)

Y(p) =3 Yilo) +>_Yi(try) (4.36)
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5 PHANTOM NUMERICO

Para testar o algoritmo de estimacgao de imagem, pode-se utilizar um phantom numérico,
que simula a aquisicdo do conjunto de dados feito pelo tomoégrafo em um dominio
I’ arbitrario, cuja distribuicao de resistividade p* é escolhida. Como p* é arbitrario,

pode-se simular qualquer distribuicao de resistividade desejada.

Este método consiste na obtencao de todos os dados necessarios para os algoritmos
de estimacao de imagem, ou seja, consiste na obtencao de todas as tensoes medidas pelos
e eletrodos em OI" para cada um dos p padrdes de corrente injetado. Estes dados podem
entao ser utilizados nos algoritmos de estimacao que tentam estimar p* usado no phantom

numérico.

A determinacao das tensoes em OI' é um problema direto. Para cada padrao de
injecao de corrente, o problema direto é resolvido através da eq. (5.1) e sdo armazenados
apenas os valores das tensoes dos e eletrodos. Este conjunto de dados entao pode
ser utilizado nos algoritmos de estimacao de imagem e os seus resultados podem ser
comparados com p* escolhido no phantom. A fim de minimizar o efeito da discretizagao
do dominio, a malha utilizada no phantom deve ser refinada, ou seja, deve possuir um

grande nimero de elementos.
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5.1 Solucao do problema direto

A solucdo do problema direto consiste em determinar as tensoes nodais na malha de
elementos finitos a partir do conhecimento da distribuicao de resistividade dos n elementos

da malha, dos e eletrodos e também do modo como é feita a injecao de corrente’.

Agrupando as resistividades dos elementos e os parametros de eletrodo em um
vetor p € R™"¢ ¢ a corrente injetada em um vetor I € R™, onde m é o ntimero de noés da

malha de elementos finitos, o problema direto é resolvido através da equacao
Y(p)v=1, (5.1)

onde v € R™ é o vetor de tensoes nodais. Como Y é naturalmente singular, uma condigao
de contorno deve ser imposta para resolver o problema: impoe-se tensao zero em um dos
nos para servir como referéncia para o calculo das tensoes. Para impor esta condicao, é
necessario zerar a linha e coluna da matriz Y correspondente a este nd e, na interseccao

destas, impor 1.0.

!Conforme a secio 2.5.
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6 FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

O filtro de Kalman foi desenvolvido com o objetivo de realizar estimacoes Otimas de
minima variancia e de forma recursiva, ou seja, o processamento é realizado conforme
novo dados a respeito do sistema sao obtidos. Além disto, o filtro de Kalman considera a

existéncia de erros de modelagem da dinamica do sistema e erros de medi¢ao.(26)

O FEK exige a descricao da dinamica do sistema na forma de espaco de estados,
com modelos para as observacoes e para a evolucao do estado. A seguir mostra-se o

equacionamento do FEK no caso discreto no tempo e no espago (28).

6.1 Incégnitas do problema inverso

Neste trabalho, o FEK tenta estimar a distribuicao de resistividade discretizada do
dominio considerando-se conhecidos os parametros dos eletrodos, portanto, daqui em
diante, ao se referir ao vetor p ou, equivalentemente, ao estado do sistema, estar-se-&

considerando apenas a resistividade do dominio.
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6.2 Meétodo dos minimos quadrados ponderados
(MMQP)

Seja um sistema discreto cujo estado a ser determinado, representado por p € R”, esta
relacionado com um vetor v € R de medidas mensuraveis do sistema através da seguinte

relacao linear:
Hp =, (6.1)

onde H € R?*". E necessario que haja um numero suficiente de medidas das saidas do
sistema v para que o estado p seja univocamente determinado. Devido aos erros de medida
dos sensores que formam o vetor v, deseja-se utilizar um ntmero de medidas superior ao
necessario de modo a obter uma redundancia de medidas e assim poder utilizar o MMQP
para determinar a solucao p de modo a levar em conta todas as medidas e assim reduzir

os efeitos dos erros individuais de cada sensor. O MMQP é mostrado a seguir.

Seja a solucao 6tima denotada por p, pode-se definir o indice de erro
e=v— Hp, (6.2)
entao a solucao desejada deve minimizar este erro, ou entao o seguinte indice de erro:
IE=e'R'e=(v—Hp)"R'(v— Hp), (6.3)

onde R € R*’ & uma matriz de pesos para cada uma das ep medidas levando em
conta a sua confiabilidade. Com isto, conforme o sensor for mais ruidoso, menos peso este
sensor terd na estimativa do estado. No caso do filtro de Kalman, esta matriz representa

a covariancia do ruido de cada um dos sensores.

Caso R seja positiva definida, a fungao da eq. (6.3) representa um

hiper-paraboloide de concavidade positiva e assim apresenta um minimo. Para determinar
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P que minimiza o indice de erro, basta derivar a equacao em relacao a p e igualar a zero:

0 T »—1 . T -1 _
%(e R'e)=2(-H)'R '(v—Hp) =0. (6.4)

Se a matrix H tiver posto n, tem-se:

p=(H"R'H)'H"R 'v. (6.5)

Note que este método utiliza um conjunto de medidas v para estimar o vetor de

estado p.

6.3 Filtro estendido de Kalman no caso discreto -
discreto

6.3.1 Modelo de evolucao do estado e do erro

O modelo de evolucao temporal da distribuicao de resistividade é dada pela equacao de

estado discreta no tempo para sistemas lineares.

Pr = Pr1p1 + &5 (6.6)

onde ® € R™ " ¢ a matriz de transicao de estado no instante £ — 1 e £, € R" ¢ um
vetor de ruido branco, gaussiano e de média nula! que representa a incerteza do modelo
do sistema. Este ruido, por hipétese, possui matriz de covariancia simétrica, positiva

semi-definida

Q.= Flg&l] e R (6.7)

!Ruido branco é aquele em que a funcdo de autocorrelacio é o delta de Dirac e possui espectro de
freqiiéncia constante. Ruido gaussiano é aquele que tem comportamento normal.
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O modelo de evolugao desenvolvido neste trabalho sera tratado no capitulo 7, por
hora considera-se conhecida a matriz ®. A matriz de covariancia do erro de estimacao é
deduzida a partir da teoria de processos Markovianos (29), apresenta-se aqui somente o

resultado:

P,=®, P, ®]  +Q, (6.8)
6.3.2 Modelo de observacao

A eq. (5.1) permite definir um operador nao linear h; : p — v; paracada j =1,2,...,p

padrao de corrente
vi(p) = hj(p) = Y (p)] 'L}, (6.9)

onde v;(p) € R™ e I, € R™. Expandindo este operador em série de Taylor em torno de

uma resistividade p, qualquer, tem-se

Oh;(p)
v;(p) = v(py) + — (p = po) + O (6.10)
ap Po
Desprezando os termos de ordem superior e substituindo a eq. (6.9), esta expansao

fica
o(Y]"'I)
v;(p) = vi(p) + ——5-—"=1| (P—po)- (6.11)
P Po
Usando o resultado da algebra matricial para a derivada da inversa de uma matriz
com respeito a um vetor (30), tem-se

v;(p) = vj(po) + (— {Y”%—ng”IjJ ) (P — Po)- (6.12)

O termo avaliado em p, ¢ a sensibilidade referente ao padrao de corrente j:

~ 4 0Y _ ,0Y _ 0Y _
Po " Po

(6.13)
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Como s6 é possivel fazer a medida de tensao nos eletrodos, somente as linhas
de Hj(p,) que representam os nos dos eletrodos precisam ser computados, logo pode-se
excluir as linhas de H; que nao correspondam aos nés de medida de tensao. Desta forma?,

H(p,) € R

Considerando todos os j = 1,2,...,p padroes de corrente utilizados, pode-se
agrupar todas as matrizes de sensibilidade I~{j(p0) em uma sO, agrupar todos os vetores

de tensdes v; e escrever a eq. (6.12) da seguinte maneira:

v(p) = v(py) + H(po)lp — po, (6.14)
onde
[ o1(py) | | H.(p,) |
wion= | P mey - | ) (6.15)
| vp(Po) | | H,(po) |

com H € RPX" ¢ p € R,

No FEK discreto no tempo, onde o tempo é dado por t(k) = kT, k=1,2,...,0
modelo de observacao pode levar ainda em conta as incertezas inerentes as medidas dos

sensores. A eq. (6.14), se linearizada em torno de um instante t(k — 1), fica:

v(py) = v(py_1) + H(py_1)[Px — Pr_1] + Vi, (6.16)

onde v € R ¢ um vetor de ruido branco gaussiano de média nula que afeta as medidas
dos sensores. Como hipotese para o FEK, este ruido tem matriz de covariancia simétrica

e positiva definida R € RP*°P

R;, = Elvvi). (6.17)

2Utiliza-se o mesmo simbolo de H; para representar a matriz de sensibilidade considerando todos
0s nos e a matriz de sensibilidade considerando apenas os nos relativos aos eletrodos. Apesar disto nao
havera confusao pois daqui em diante somente esta ultima é utilizada.
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Definindo-se uma medida nominal

z = vr £ vip(py) — vi(Pe_y) + Hi(pr_1)Pr (6.18)

e usando a equagao eq. (6.16), obtém-se o modelo linearizado de observagao
vy = Hi(py_1)Pr_1 + Vi (6.19)
6.3.3 Atualizacao do filtro

Assumindo um conjunto de medidas obtidos em um determinado instante k, pode-se

utilizar a eq. (6.5) para estimar o estado neste instante?

p, = (H R, 'H,)"'H{ R, 'v,. (6.20)

Assim que um novo conjunto de dados estiver disponivel? vy, pode-se usar a

eq. (6.19) para estimar um novo estado que minimiza uma equacao do tipo

Vi H, Vi
= p+ , (6.21)
Vit Hk—f— Vit

cujo indice a ser minimizado é

Rlzl 0 Vi
IE=[u7 7T, ] . (6.22)

ko Vit .

A estimativa para p,, que minimiza este indice quadratico é dada pela eq. (6.5).

Substituindo a eq. (6.19) na equagdo acima, chega-se a

Pov = [Hy Ry ' Hy + Hi Ry H |7 [H Ry vy, + Hy Ry o] (6.23)

3Por motivo de clareza, simplifica-se a notacao Hk(p(f)) para Hy.
4Nesta deducdo, os indices k e k+ referem-se a instantes antes e depois da chegada de novos dados
dos sensores respectivamente.
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Definindo H} R, 'H) = P}, e usando uma identidade matricial®, obtém-se

Pos =Py~ PeH [Hi P Hy, + Ry |\ Hy P H R v + Hy R Lo )

(6.24)
Como p, = P,Hi R, v, (vide eq. (6.20)), pode-se reescrever
P =P — PLH[ [Hy PyH + Ry | " Hyyppt
+P,H, {1 [H, P:H[, + Ry, '"H\ P H[ }R, vy, (6.25)

onde I é a matriz identidade. Usando I = [Hk+PkH;;F+ + Rk+]_1[Hk+PkH;‘§+ + Ry,

chega-se ao seguinte resultado:

Pr+ = Pr+ PkHa [Hk+Pk:H£+ + Ry ] H{vws — Hiopy} (6.26)

ou
Gy = P,H_ [H, P.H, + Ry (6.27)
Prr = Pr + Gi(viy — Hyypy), (6.28)

onde G} é o ganho do filtro de Kalman. Salienta-se aqui que v, representa as novas
medidas obtidas no instante k, enquanto que H ., p, representa as medidas que seriam

obtidas caso a estimativa p, fosse correta.

Se H for substituida por [Hy, Hy]?, Py, fica

-1

T T R;l 0 Hk -1 T -1 -1
Pk+: [Hk Hk-Jr] :[Pk +Hk+Rk+Hk+] )
0 Ry || Hi
(6.29)
e usando a mesma identidade matricial, chega-se a
P,, = P,H| [H, P.H; + Ry, '"Hy, P, = [l — GyH,|Py (6.30)

55"+ H"RH|"'=P-PH"HPH" + R"'|"'HP
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Mostra-se também que é possivel reescrever esta equacao de uma forma mais
estdvel numericamente e garantindo simetria da matriz de covariancia. Esta forma é

chamada Forma de Joseph (29, p. 237), e é dada por
Py =[1— G H,.]P,[l — G.H,.|" + G, Ry . GT (6.31)
6.3.4 Equacdes do filtro

Assumindo que o intervalo de tempo entre k e k+ é muito pequeno, pode-se reescrever as

eq. (6.6), eq. (6.8), eq. (6.27), eq. (6.28) e eq. (6.31) da seguinte maneira:

p) =@ p”) (6.32)
P =a,_, P +Q,, (6.33)

G.=PH!H.,P.VH! + R, (6.34)
p.” = pi”) + Gilv, — Hip ) (6.35)
P —[1-G.H,P., (6.36)

onde as eq. (6.32) e eq. (6.33) representam o estagio de propagacao e as eq. (6.34), eq. (6.35)

e eq. (6.36) representam o estagio de atualizagao.

Nestas equacgoes, p é o vetor de estado, vy é o vetor de tensoes medidas nos
eletrodos, ® € R"*" é a matriz de transicao de estado, P € R™*" é a matriz de covariancia
do erro de estimacgao, QQ € R™™ é a matriz de covariancia do ruido do estado, H € RP*"
&4 a matriz de observacao do sistema, R € R* é a matriz de covariancia do ruido de

medida e G € R"*°? ¢ a matriz de ganho do filtro de Kalman.

Cada iteracao do filtro é realizado da seguinte maneira: partindo-se de um estado

pfj_)l e de sua matriz de covariancia do erro de estimagcao P,(:i)l, usa-se a eq. (6.32) e

eq. (6.33) para propagar o estado e a matriz de covariancia para o instante imediatamente
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antes de receber informagoes dos sensores® (p;‘) e P,(C_)). Logo ap6s o recebimento dos
novos dados (vy), o ganho do filtro é calculado através da eq. (6.34) e através das eq. (6.35)

e eq. (6.36) sdo atualizados” o estado e a matriz de covariancia (p,(:) e P,(j)).

6.4 Caracteristicas e influéncias de P, Q e R

A matriz de covariancia do erro de estimacao inicial, Py, deve ser escolhida de modo a
indicar o intervalo de confianca do estado inicial p,, enquanto que a matriz de covariancia
do ruido das medidas Ry é definida pelo nivel de ruido das medigoes e a matriz de
covariancia do estado @Q,, deve ser tal que evite que P}, torne-se muito pequena, mantendo

o filtro sensivel as novas informagoes.

6.4.1 Matriz de covariancia do erro de estimacdo - P

Os filtros de Kalman minimizam o traco da matriz Py, entdao quanto menores forem os
seus valores, menor sera a influéncia do filtro sobre as estimativas. A matriz P, é afetada
pelas matrizes Q,, e Ry como mostram as equacoes do FEK. Maiores valores na matriz Ry,
indicando que as medidas obtidas nao sao muito confidveis, causam menores valores nas
matrizes Py e G, e menores serao as corregoes feitas no estado pelo filtro. A matriz Q,, é
somada & matriz P}, causando um aumento dos valores dos deus elementos e mantendo
o filtro aberto a novas informagoes. Segundo Trigo, Lima e Amato(7), a influéncia da
matriz Py no comportamento do filtro nao é essencial, pois ap6s alguns poucas iteracoes

o filtro ajusta apropriadamente a matriz Py.

6.4.2 Matriz de covariancia do ruido do estado - Q

Os elementos da matriz Q,, estao relacionados com a velocidade de mudanca do estado
nos elementos da malha de elementos finitos. Qualitativamente, menores valores em Q)

causam menores alteracoes no estado e maiores serao os erros de atraso do filtro, entretanto

66 sobrescrito (7) indica instante imediatamente antes do filtro receber novas medidas dos sensores
7o sobrescrito (*) indica instante imediatamente ap6s o filtro receber novas medidas dos sensores
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maiores valores dos elementos de @, indicam que o sistema é regido por grande ruido no

estado ou que o modelo adotado para o sistema falha em descrever a dinamica.

Diversos pesquisadores adotaram para @, uma matriz diagonal. Isto significa que
as resistividades dos elemento da malha sao mutuamente ortogonais, isto ¢, a variacao
de resistividade de um elemento nao causa tendéncia de mudanca de resistividade dos
elementos vizinhos. Na realidade isto nao ocorre pois a variacao de resistividade dos
elementos que representam os pulmoes tém a tendéncia de variarem em conjunto. Um
ponto levantado por Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2), é que pode-se utilizar da matriz
Q.. para impor limitagao na variagao de resistividade de alguns tecidos, como os tecidos

6sseo, adiposo, e muscular esquelético.

6.4.3 Matriz de covariancia do ruido de medida - R

Os elementos da matriz Ry indicam o nivel de incerteza das medidas realizadas pelos
eletrodos. Além disto, segundo Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2) esta matriz também
deve levar em conta o erro de linearizacao do problema, que causa a nao diagonalidade da
matriz Ry. Tal fato pode ser observado na eq. (6.10): Ao se desprezar efeitos de segunda
ordem apo0s a linearizacao, acrescenta-se a v estes erros, o que faz o ruido ser maior e nao
diagonal. Apesar disto, caso a variacao de resistividade no I' nao seja muito acentuada, o
maior efeito que Ry deve levar em conta é a incerteza dos eletrodos, entao o uso de uma

matriz diagonal é satisfatoria. Neste trabalho, uma matriz diagonal é utilizada.
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7 MODELO DE EVOLUCAO DO ESTADO

Para que os filtros de Kalman possam ser utilizados, uma matriz de transicao ® deve ser

fornecida ao filtro. Tal matriz deve representar a evolucao temporal do sistema.

O modelo de evolucao mais usado até o momento é chamado passeio
aleatdrio. Este modelo foi usado nos trabalhos de Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2),

Kaipio, Karjalainen e Somersalo(3), Kim et al.(5), Kim et al.(22) e Trigo(4).

Trigo(4) cita duas justificativas para o uso de tal modelo: o primeiro é a falta de
modelos capazes de descrever o comportamento do sistema cardiaco-respiratorio levando
em conta todos os processos biologicos; o segundo é a elevada taxa de aquisicao de dados

que os circuitos eletronicos ligados ao tomografo sao capazes de realizar.

Este modelo supoe um modelo de evolucao invariante, ou seja:
=1, (7.1)
Desta forma a equacgao de estado (eq. (6.6)) discreta fica da forma

Pry1 = Pr T & (7.2)
e toda a dinamica do sistema ¢ admitida ser devida a incerteza &,,.

No trabalho de Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio(2), os autores comentam
duas possibilidades para determinar um modelo mais fidedigno da dinamica
cardiaco-respiratorio: o primeiro propoe o uso de um modelo separado em sub-sistemas

que afetam a estimacao das imagens; o segundo propoe o uso de modelos de ordem
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elevada juntamente com algoritmos iterativos para encontrar modelos que apresentam
suavidade temporal das imagens. No presente trabalho, utiliza-se um algoritmo relativo
para determinar imagens utilizadas para gerar uma matriz de transicao ®. O algoritmo

escolhido é o caixa-preta.

Mesmo que um sistema dinamico seja continuo no tempo, a amostragem das
grandezas fisicas geralmente sao discretas no tempo, pois sao realizadas por circuitos
digitais de aquisicao de dados, entao o desenvolvimento deste modelo deve levar este fato

em conta.

7.1 Modelo de evoluciao do sistema

Como hipotese, considera-se que os processos que ocorrem dentro de I' sigam uma
dinamica tal que a distribuicao de resistividade acompanhe a seguinte equacgao diferencial

matricial ordinédria de segunda ordem, com coeficientes constantes:

Mp(t)+ Cp(t) + Kp(t) =0. (7.3)

Tal hipotese pode ser assumida nos casos de monitoramento das condigoes
pulmonares devido as inércias presentes no sistema cardiaco-respiratorio que causam
variacoes temporais suaves de resistividade, como por exemplo o fluxo sanguineo nos
vasos, o ciclo cardiaco, o processo de inflacao e deflacao dos pulmoes e os movimentos da

caixa toracica devido ao movimento do diafragma.

A equacdo diferencial dada pela eq. (7.3) é comum em sistemas mecanicos
vibracionais (31), (9). Nestes sistemas, a matriz M € R™ " representa a inércia do
sistema a perturbacgoes de seu estado atual, quanto maior o seu valor, menores os valores
de p. A matriz C € R™" estd associada ao amortecimento viscoso que este sistema
possui, esta ligada ao quanto o sistema dissipa energia. A matriz K € R"*" representa a
rigidez do sistema, esta ligada ao quanto de energia o sistema armazena e libera durante

o ciclo.
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7.1.1 Tempo continuo
Pode-se reescrever a eq. (7.3) com um vetor de estados expandido p € R*" no tempo
continuo:
C M| 4p K 0
2+ p=0, (7.4)
M 0 0 —M
. P
p= : (7.5)
p
isolando p na esquerda da equacgao, obtém-se
dp
— =Ap 7.6
0 1
A= . (7.7)
~-M'K -M'C

A matriz A € R?"*2" recebe 0 nome de matriz dinamica do sistema continuo pois

agrupa em si todas as propriedades dinamicas do sistema. A eq. (7.6) descreve a evolugao

do estado do sistema ao longo do tempo continuo quando nao héa interferéncia externa.

Assumindo uma solugao do tipo p(t) = p.e®, derivando-a com respeito ao tempo
e substituindo-se na eq. (7.6), chega-se a

Ap = ps, (7.8)
que é um problema de auto-valores s e auto-vetores p. Note que a matriz dinamica do

sistema aparece explicitamente nesta equacao.

Mostra-se também (31) que a resposta do sistema ao longo do tempo é do tipo

n

p(t) = 3 (@Bt + b pre), (7.9)
r=1

onde a, e b, dependem das condicdes iniciais do problema, s, e s’ sao pares de auto-valores

complexos conjugados e p, e p: € R* sao pares de auto-vetores conjugados.
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7.1.2 Tempo discreto

Os dados amostrados por um sistema computacional sao de cardter discreto, ou seja,
existe um periodo 7' de amostragem. Utilizando um amostrador por impulsos de periodo

de amostragem T, pode-se escrever a eq. (7.9) da seguinte forma:

p(k) = (a:p.e™* +b.pre™*), k=12, (7.10)

r=1

Nao fazendo qualquer distingao entre pares conjugados, a equacao fica

2n
plk) =3 (a,5,)e (7.11)

r=1

Escrevendo esta equacao na forma matricial para k£ = 1,2,...,2n, obtém-se
[ oaT)  gsm@n)  si(end)
6sz(lT) eSQ(QT) e (2nT)
Puy Pwe) - Pon ] = { aipy G2Py ... GPoy,
652n(1T) €S2n(2T) o eSQn(2nT)
(7.12)
ou

X = XE, (7.13)

onde X € Ran2n, X c R2n><2n ek e R2n><2n

Adotando agora um intervalo de tempo arbitrario At = T, i € N, pode-se

escrever uma equagao com as respostas defasadas em relacdo as coletadas na eq. (7.12):

651(1T+At> 651(2T+At) 681(271T+At)

682(1T+At) 682(2T+At) 682(2TLT+At)
Paviy Py -+ P@enw) =X

632n(1T+At) €S2n(2T+At) 632n(2nT+At)

(7.14)
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Definindo a matriz ¥ € R?"*?" diagonal, contendo em cada elemento nao nulo os

2n auto-valores s,

S1 0 0
0 S92 ... 0
3= : (7.15)
L 0 0 ... Son, ]

e aplicando a propriedade da exponencial de uma matriz diagonal

eS8t 0

X (ZAL) 0 e=22 .. 0

P ! : : :
|0 0 gsan it |

pode-se reescrever a eq. (7.14) da seguinte maneira:

X+ = (X[Z*))E, (7.17)
Xt =XTE, (7.18)
Xt = X[e24). (7.19)

Agrupando eq. (7.13) e eq. (7.18), monta-se o seguinte sistema:

X = XE,
e (7.20)
Xt=X"E

Contanto que X seja inversivel, pode-se eliminar E do sistema de equacoes,

resultando em
XH X HX =X". (7.21)
Substituindo eq. (7.19) na eq. (7.21), obtém-se

XT(XHX = X[e24). (7.22)
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Comparando a eq. (7.8) com a equacao formada por cada uma das colunas da

matriz X na eq. (7.22), conclui-se que a matriz dinimica no tempo discreto do sistema ¢

Ag= XX, (7.23)

EAt]:

e os auto-valores discretos sao os elementos da diagonal de [e

Sq = [P (7.24)

Como na matriz 3 estao os auto-valores no tempo continuo s,, a equacao acima

mostra a relagdo entre as transformadas z (discreta no tempo) e s (continua no tempo).

Pode-se escrever a eq. (7.23) como
X+ = A4X, (7.25)

e observando a relacdo entre cada coluna de X e X, obtém-se a equacio de evolucao do

estado expandido
Piviy = AaP) (7.26)

Conclui-se finalmente que matriz de transicao do estado expandido entre dois

instantes sucessivos é a matriz Ag quando ¢ = 1:

Dy =XT(X) (7.27)
Pri1 = Pot1,0) P (7.28)
. Py

Pr+1
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7.2 Ruido e erros de medidas
Para reduzir o erro na determinacao da matriz de transicao ® devido a presenca de ruido e
erro nas medigoes, ¢ aconselhavel utilizar mais do que 2n instantes sucessivos para montar

X e XT. Com isto estas matrizes tornar-se-ao retangulares, entdo o método dos minimos
quadrados pode ser utilizado (32) na eq. (7.21), resultando em
(XTXT) (XXX = X[, (7.30)

e matriz ® é determinada por

¢ = (XTXT) (XX (7.31)

Caso o termo X X7 seja mal condicionado, adiciona-se uma regularizacio de

Tikhonov para calcular sua inversa, desta forma tem-se:
¢ = (XX XXT+al)?, (7.32)

onde o é um parametro de regularizacao. Os efeitos da regularizacao de Tikhonov sobre

a matriz de transicao sao discutidos na secao 10.1.4.



7.3 Estado expandido
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A eq. (7.29) define um estado expandido que deve ser utilizado no filtro de Kalman. As

equacoes do FEK permanecem inalteradas, porém a ordem das matrizes muda.

As equagoes do FEK para sistemas discretos considerando o estado expandido

Sao
py) = @ip)

A()

~ (+) N
P, =%_,P,_® _+Q,,

2 A(=) AT _ ~ (=) T N
G.=P A AP A + R
o = p\7 + Gilon — Hipll
5(+) NPSNG
Pk = [H_szHk]Pk s
onde p7 Q c R2n><2n, _R c IRer><2ep7 G{ c ]R2n><2ep7 E[ c RZer2n‘

Neste trabalho, utiliza-se as seguintes matrizes:

" P, 0 A Qy
PO = Qk =

0 P[) O Qk*l
. R, O . H,
R, = H), =

0 Ry 0

Vi

UV =

V-1

(7.33)
(7.34)
(7.35)
(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

As matrizes Q,, Hj e Rj na forma bloco diagonal implicam que nao ha correlagao

entre dois instantes sucessivos.
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8 SEQUENCIA DE IMAGENS

Para que a eq. (7.32) possa ser utilizada, uma seqiiéncia de imagens ou estimagdes que
mostra a evolucao do estado dentro do dominio deve estar disponivel. Tal seqiiencia deve
possuir periodicidade constante e ser grande o suficiente para que possa gerar uma matriz

de transicao adequada.

Esta seqiiencia de imagens pode ser proveniente de varias fontes: de modelos
matematicos que descrevem a dinamica; imagens médicas; de bancos de dados estatisticos;

ou ainda serem obtidas diretamente do dominio.

Seja qual for o caso, a matriz de transicao é gerada a partir de dados obtidos no
passado, entao assume-se que o sistema nao tenha sofrido mudancas drasticas em relacao
a dinamica obtida com as imagens. Caso isto ocorra, a matriz de transicao deixa de ser

vélida e os filtros de Kalman terao menos informacao sobre o sistema para as estimativas.

Neste trabalho, uma seqiiencia de imagens ¢ gerada a partir de um algoritmo
relativo que traz as seguintes vantagens: é robusto e tem capacidade de gerar imagens de
qualidade suficiente e em tempo adequado; nenhum equipamento adicional é necesséario,
pois o proprio equipamento de TIE pode ser utilizado para gerar as imagens e utiliza-las
no filtro de Kalman; é possivel configurar o algoritmo para que determine, em intervalos
de tempos arbitrarios, uma nova matriz de transicao de forma a manter o modelo o mais
atualizado possivel em relacao ao sistema e assim manter a qualidade das informacoes

usadas no filtro de Kalman.

Neste trabalho, o algoritmo caixa-preta aplicado & TIE foi escolhido como método
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relativo para gerar a seqiiencia de imagens. Este método foi primeiramente desenvolvido
por Moura et al.(33) e Aya et al.(20) e mostrou-se um método promissor para obter

imagens relativas devido sua robustez e capacidade de adaptagao.

8.1 Algoritmo caixa-preta

A idéia principal deste método é que se boas imagens, relativas a variagoes de resistividade
e boas medidas, relativas a variacoes das tensoes em OI" estao disponiveis, entao a matriz
que relaciona imagens e medidas pode ser estimada. O algoritmo caixa-preta estima
diretamente a matriz B do algoritmo de retro-proje¢io (13) através das variagOes das
tensoes medidas em OI' causadas pela variacao de resistividade de cada um dos elementos
da malha de elementos finitos que discretiza I' . O método assume linearidade entre as

variacoes de tensoes e variagoes de resistividade.

Primeiramente é assumida uma resistividade inicial que é usada como referéncia.
Com esta referéncia, as tensoes sao calculadas resolvendo o problema direto para cada um
dos padroes de corrente. Entao uma perturbacao de resistividade em um dos elementos
¢ imposta, novamente o problema direto é resolvido e a diferenca de tensao entre o
estado perturbado e o de referéncia é calculada. Repetindo-se este procedimento para
todos os elementos, uma matriz de perturbacoes de tensoes pode ser montada. Esta
matriz, juntamente com uma matriz que representa as perturbacoes, determinam B. Neste
trabalho os parametros dos eletrodos sao assumidas conhecidas, porém este método pode

ser modificado para englobar estes valores.

O procedimento para determinar B é explicado a seguir.
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8.2 Algoritmo

1. Assume-se uma distribuicao de resistividade conhecida em cada um dos n elementos
que discretizam I' | arranjados em um vetor p° € R™. A linearizacao do modelo é

feita em torno deste estado;
2. Cada padrao de corrente é denotado por I, € R™, j =1,2,...,p;

3. A tensao de referéncia em cada padrao de corrente v? € R® ¢ determinado pelo
problema direto (eq. (5.1)), guardando-se apenas os valores relativos aos nos que

representam os eletrodos.

Y =1;, j=1,2,...,p; (8.1)

4. A perturbacao na resistividade de um elemento é denotada por dp;, i = 1,2,...,n;

5. Vetores dp' € R™ sao formados de forma que todos os elementos sejam nulos, com

excecao do i-ésimo elemento, que contém dp;, isto é, 6p'; = dp;;

6. Para cada um dos padroes de corrente, as tensoes nos eletrodos 'v; relativas a
cada uma das perturbacoes dp’, i = 1,2,...,n sao determinadas pela resolucao

do problema direto

Y (o’ + dp")v; = I;; (8.2)
7. Seja v° € R® um vetor estendido formado por todos v}, j =1,2,...,p, tal que
_ o _
v = v ; (8.3)
| v
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Seja v* € R um vetor estendido formado por todos v%, j =1,2,... e, tal que
vy
v}
v' = ; (8.4)
| v,
Forma-se o vetor normalizado ¥’ € R” tal que cada um dos k = 1, 2,...,n elementos
deste vetor seja
; op'y
¢Zk‘ = 0 ; (85)
Pk
Forma-se o vetor normalizado 8" € R tal que cada um dos k = 1,2,...,ep
elementos deste vetor seja
i Uik - Uok
[ .
0" = FUR (8.6)
Define-se a matriz ¥ € R™*"™ tal que
W={¢1“.¢i“.¢”y (8.7)
observe que esta matriz é diagonal;
Define-se a matriz ® € R*™ tal que
®=[01”.m . m]; (8.8)

Cada coluna de ¥ é uma imagem e pode ser relacionada com uma coluna de © por

uma matriz de retro-projecao B € R™*°P

¥ = BO; (8.9)
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14. Finalmente, determina-se a matriz B que minimiza um erro quadratico dado pela

eq. (8.13).

Uma vez que B foi obtida, uma imagem relativa pode ser obtida por

Ap=BAV, (8.10)

onde cada elemento de Ap € R" e AV € R* sao dados por

0

Api = pl’;@pi, (8.11)
Vmedido - Vmed'ido
A‘/k =+ Vmedidgk (812)
0k

8.3 Determinacao de B

A matriz B é determinada conforme os trabalhos de Aya et al.(20), usando o algoritmo
heuristico. Neste trabalho os autores constatam a ma condicao da matriz © e propoe

métodos de regularizacao para contornar o problema.

Um indice de erro é definido por
IE =tr{D"D + oB"F"FB + gB"'S"SB} , (8.13)

onde F' é uma matriz de filtro passa alta espacial gaussiano considerando uma coluna de
B como uma imagem, S é uma matriz de sensibilidade uniforme, o e § sao parametros

de regularizacao e a matriz D é definida como

D = ©(¥ — BO). (8.14)

A matriz S é diagonal e em cada elemento de sua diagonal hd& um ndmero

computado por:
Sii = ’l“(?:)p, (815)

onde (i) é a razao entre a distancia do centroide do i-ésimo até o centro do dominio e a
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distancia do centro até OI' na mesma posicao angular do centroéide e p € um parametro real
ajuste experimentalmente para atenuar os efeitos de sensibilidade nao uniforme conforme

Nan(34).

Tomando o mesmo procedimento que é usado na eq. (6.3), a matriz B ¢é

determinada por

B= (070 +aF"F +387S)"'ve’. (8.16)
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9 SIMULACOES NUMERICAS

9.1 Algoritmo completo

A implementacao completa planejada para o algoritmo desenvolvido neste trabalho é
descrita abaixo. O algoritmo envolve trés etapas principais: a primeira simula a aquisicao
de dados provenientes de um dominio cuja distribuicao de resistividade varia com o tempo,
a segunda parte identifica a matriz de transicao e a terceira utiliza o FEK para estimar o

estado do sistema.

1. Adota-se a geometria de OI' , em estudo;

2. Gera-se uma malha M; de elementos finitos com um grande niimero de elementos e e

eletrodos, utilizando a geometria escolhida de OT" , para o uso no phantom numérico.

3. Assume-se arbitrariamente uma seqiiéncia de vetores p; € R" para k = 1,..., K
que representam o comportamento temporal da resistividade de cada um dos
elementos da malha ao longo do intervalo de tempo! 0 a K7T. O comportamento
da resistividade de cada elemento do vetor p;,, deve ser suave em relagao ao tempo,
isto é, deve possuir a derivada temporal discreta limitada para evitar aceleragoes

muito grandes:

<e 1=1,2,...,n, (9.1)

dt

d [PZL
T

~ H [or)i — il

'O ntmero de instantes K deve ser maior ou igual a duas vezes o ntimero de elementos da malha
utilizada para resolver o problema inverso de modo a propiciar excesso de informagcao para gerar a matriz
de transicao pelo método dos minimos quadrados.
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onde € é um numero real finito positivo e 1" é o periodo da discretizacao
temporal. Com esta discretizagao, s6 é possivel observar variagoes nas imagens cujas

freqiiéncias forem inferiores a4 metade da freqiiéncia de Nyquist (fx = Frad/s).

4. Com a malha M, p; e os parametros de todos os eletrodos, resolve-se o problema
direto. Com isto, gera-se um conjunto de K vetores de potenciais elétricos simulados

. B ) . 2 |
vi™ que poderao ser usados para estimar o estado p;%. O vetor vi™ € R® ¢

formado pelo empilhamento das tensoes em cada um dos eletrodos para todos os

padrdes de corrente, conforme eq. (6.15);

5. Com os valores das tensoes obtidas v§{"™, adiciona-se um ruido branco de média nula
vy, para simular a presenca de erros de medida das tensoes nos eletrodos. Esta etapa

é opcional.

Vi = Vi 4wy (9.2)

6. Gera-se uma segunda malha M, de elementos finitos com n elementos e e eletrodos,
utilizando a geometria escolhida de OT' , para o uso na solu¢ao do problema inverso.
Tal malha tem um niimero menor de elementos para diminuir o niimero de incognitas
para o problema inverso e, assim, diminuir o problema de divergéncia. Além disto,

o uso de malhas diferentes para a solugao do problema direto e inverso evita o crime

inversos.

7. Utiliza-se o algoritmo caixa-preta para fazer estimativas do estado pj utilizando v§™
ao longo do tempo k =1,..., K. O algoritmo caixa-preta possui alguns parametros

que devem ser ajustados de modo a obter as melhores estimativas para o estado.

8. Estas estimativas sao utilizadas para gerar a matriz de transicao do sistema P,

conforme a eq. (7.32).

2Neste trabalho, o nimero de padroes de corrente e o nimero de medidas de tensoes sdo iguais ao
ntmero de eletrodos p = e, isto significa que as dificuldades praticas de medicao das tensdes envolvendo
eletrodos de injecao de corrente foram desprezados.

3Crime inverso é o uso indevido da mesma malha de elementos finitos para a solucdo do problema
direto e inverso. Tal uso, causa mascaramento de possiveis problemas de modelagem e tende a melhorar,
artificialmente, a condicao do problema.
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9. A mesma malha M,, juntamente com dados simulados de tensao e a matriz de

transicao sao utilizados no FEK.

9.2 Ensaiol

O primeiro ensaio realizado tem o objetivo de testar a matriz de transicao gerada pela
eq. (7.32) usando o modelo de evolucao dado pela eq. (7.28). O ensaio é subdividido em
3 partes: a primeira (1A) utiliza o estado verdadeiro para estimar a matriz de transigao;
a segunda (1B) e a terceira (1C) utilizam o algoritmo caixa-preta para estimar o estado e
entao determinar a matriz de transicao. O ensaio 1B com o objeto posicionado no centro
de T'" e o0 ensaio 1C com o objeto na periferia de I' . Justifica-se tal investigacao devido

ao problema de sensibilidade nao uniforme comentado na segao 2.5.

9.2.1 Parte 1A

A parte 1A é realizada utilizando a distribuicao de resistividade utilizada no phantom
diretamente, isto é, utiliza-se a distribui¢ao verdadeira de resistividade pj; para gerar a

matriz de transigao.

O objetivo desta primeira parte é estimar qual é o comportamento do sistema
simulado pela eq. (7.28) quando se conhece exatamente o estado do sistema. Com isto,
é possivel comparar a evolucao verdadeira do sistema dinamico com a estimativa da
evolucao do sistema quando se tem as melhores estimativas possiveis do estado para

usar na eq. (7.32).

O dominio utilizado possui geometria circular com 300mm de diametro, e = 16
eletrodos localizados equispacados ao longo de OI' . A distribuicao de resistividade
variante no tempo simula dois objetos circulares de diametro 80mm cada, com seus
centros localizados a 55mm do centro e em posicoes diametralmente opostas como pode
ser visto na Fig. (9.1(a)). A malha utilizada no ensaio possui 186 elementos e pode ser

vista na Fig. (9.1(b)).
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(a) Dominio considerado (mm). (b) Malha utilizada.

Figura 9.1: Dominio estudado.

A evolugao temporal simulada considera o meio ao redor dos objetos com
resistividade constante p = 35.0Qm, parametros de eletrodos constantes pt = 0.02Qm? e
objetos com resistividade modelada como uma rampa de equagao pg) = %k’ + 35.00m
k=1,2,...,400, conforme pode ser visto na Fig. (9.2).

120 ‘ ‘ ‘ —— Objeto
—— Meio

110¢

100+

90r

80r

701

resistividade (Q m)

60

50

401

30 i i i
0 100 200 300 400

iteracao (k)

Figura 9.2: Evolucao verdadeira do estado.
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9.2.2 Parte 1B

A parte 1B é realizada utilizando o algoritmo caixa-preta para estimar imagens do dominio

e usa-las para encontrar a matriz de transicao.

O dominio utilizado possui geometria circular com 300mm de diametro, e =
32 eletrodos localizados equispagados ao longo de OI' . A distribuicao de resistividade
variante no tempo simula um objeto circular de diametro 40mm, posicionado no cento de

I" como pode ser visto na Fig. (9.3(a)).

A malha utilizada no caixa-preta possui 514 elementos, como pode ser vista na
Fig. (9.3(b)), enquanto que a malha utilizada no phantom numérico possui 6082 elementos,

como ser vista na Fig. (9.4).

A evolugao temporal simulada considera o meio ao redor dos objetos com
resistividade constante p = 35.0Qm, parametros de eletrodos constantes pt = 0.02Qm?
e objeto com resistividade modelada como uma rampa de equacao p) = %k + 35.00m

k=1,2,...,1500.

(a) Dominio considerado (mm). (b)  Malha utilizada no

caixa-preta.

Figura 9.3: Dominio estudado.
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Figura 9.4: Malha utilizada no phantom.

9.2.3 Parte 1C

A parte 1C é realizada utilizando o algoritmo caixa-preta para estimar imagens do dominio

e usa-las para encontrar a matriz de transicao.

O dominio utilizado possui a mesma geometria da parte 1B, porém a distribuicao
de resistividade variante no tempo simula um objeto circular de diametro 40mm,

posicionado a 126mm do cento de I' como pode ser visto na Fig. (9.5).

Figura 9.5: Dominio considerado (mm).
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As malhas utilizadas no phantom numérico e caixa-preta sao as mesmas utilizadas

na parte 1B, assim como a evolucao temporal do estado simula a mesma rampa.

9.3 Ensaio 2

O segundo ensaio realizado tem o objetivo de utilizar a matriz de transicao obtida no
ensaio 1 no FEK para estimacao do estado. O ensaio também é subdividido em trés

partes, cada um utiliza os resultados obtidos nas trés partes do ensaio 1:

9.3.1 Parte 2A

A parte 2A utiliza a matriz de transicao calculada no ensaio 1A no FEK. A malha utilizada
para resolver tanto o problema direto quanto o phantom pode ser vista na Fig. (9.1(b)).

Portanto incorreu-se ao crime inverso nesta parte.

A evolugao temporal que o FEK deve estimar considera o meio ao redor dos
objetos com resistividade constante p = 35.02m e objetos com resistividade modelada

como um degrau em k =0

35.0 , k<0
Pr = (€2m) (9.3)
50.0 , k>1
Note que o modelo utilizado no calculo da matriz de transicao e o modelo utilizado

no FEK sao diferentes. Isto é feito para se estudar o comportamento do filtro de Kalman

quando ocorre erro de modelagem.

9.3.2 Parte 2B e 2C

As parte 2B e 2C utilizam aa matrizes de transicao calculadas nos ensaios 1B e 1C

respectivamente no FEK. A malha utilizada pode ser vista na Fig. (9.3(b)).

A evolugao temporal que o FEK deve estimar considera o meio ao redor dos

objetos com resistividade constante p = 35.02m e objetos com resistividade modelada
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como um degrau em k =0

350 , k<O
Pr = (€2m) (9.4)

100.0 , E>1

9.4 Critério de desempenho

Para avaliar o desempenho no ensaio 1 determina-se o erro das estimativas, definido
aqui como a diferenca, em todos os instantes, entre o estado verdadeiro p; e o estado

estimado p;,
ex = P — Py (9.5)

Calcula-se, entao, o erro médio e e o desvio padrao do erro médio o,

Para avaliar o desempenho no ensaio 2 determina-se a média o residuo das

observagoes(4), dado por

1< .
Th = {—2 [, — Hyp), )]z} ; (9.8)

(Sl
=1

e2

> (fox — Hipl )i = 7). (9.9)

i=1

B 1
ECE\ P
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10 SIMULACOES NUMERICAS

Nesta parte do texto, apresenta-se ao leitor os resultados obtidos nos ensaios, juntamente
com as discussoes cabiveis. O desenvolvimento desta parte seguiu o desenvolvimento
cronologico do trabalho, isto é, sao apresentados aqui os resultados e discussoes conforme

foram surgindo ao longo do desenvolvimento.

10.1 Ensaio 1l

10.1.1 Parte 1A

Foram testadas trés diferentes situacoes na parte 1A:

1. Sem ruido uniforme aditivo no estado;

2. Com ruido uniforme adicionado no estado - desvio padrao ¢ = 0.865{2m, média nula

e amplitude 3.0Q2m pico a pico;

3. Com ruido uniforme adicionado no estado - desvio padrao o = 1.73Q2m, média nula

e amplitude 6.0Q2m pico a pico.

As Fig. (10.1), Fig. (10.2) e Fig. (10.3) mostram os resultados das simulagoes
para trés diferentes valores de o usados na eq. (7.32) em cada uma das situagoes descritas
acima!. Os gréficos da coluna esquerda mostram o erro e de dois elementos caracteristicos

do dominio: um elemento que representa os elementos do meio e um elemento que

!Para facilitar a leitura do texto, algumas das imagens resultantes dos ensaios sdo mostradas no final
de cada segao deste capitulo.
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representa os objetos. Os graficos da coluna direita mostram a média (eq. (9.6)) e o

desvio padrao do erro (eq. (9.7)) em cada instante (e, + o, ).

A evolugao do estado foi feita conforme a eq. (7.28) utilizando o valor verdadeiro
p; como estado inicial . Nota-se que o erro médio e a incerteza aumentam conforme o
modelo de evolucao avanca no tempo. Isto ocorre devido o actiimulo do erro de iteracao
para iteracao. Devido a isto, conclui-se que o uso de um estado inicial diferente do
verdadeiro acarreta a tendéncia de aumentar o erro entre o modelo de evolucao e o estado

verdadeiro.

Outro ponto a ser comentado é a instabilidade numérica presente nas situacoes
onde foram adicionados ruidos quando o < 10~*. Tal instabilidade provocou, em algumas
simulagoes, divergéncia na evolucao do estado ap6s poucas iteragoes. Tal instabilidade

nao foi verificada nos casos de o = 10°.



10.1.1.1 Situacdo 1: sem ruido aditivo no estado
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Figura 10.1: Parte 1A sem ruido aditivo.
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10.1.1.2 Situacdo 2: com ruido uniforme aditivo no estado

0.5

erro (Q m)
&
o

-1t

-1.5(

—— Objeto
— Meio

200
iteracao (k)

100

300

400

(a) Erro do estado (o = 10°).

—— Objeto
| —— Meio

200 300
iteracao (k)

(¢) Erro do estado («

—— Objeto
—— Meio

100 200 300
iteracao (k)

(e) Erro do estado (a = 1072).

77

o = 0.8650m
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(f) Erro médio e desvio padrio (a = 1072).

Figura 10.2: Parte 1A com ruido uniforme aditivo o = 0.865{2m.



10.1.1.3 Situacao 3:
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Figura 10.3: Parte 1A com ruido uniforme aditivo o = 1.72Qm.
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10.1.2 Parte 1B

Foram ensaiadas duas diferentes situacoes na parte 1B:

1. Sem ruido uniforme aditivo nas tensoes obtidas pelo phantom numérico;

2. Com ruido uniforme aditivo nas tensoes obtidas pelo phantom numérico - média
nula, desvio padrao o = 2.8 * 107°V e amplitude 1.0 * 107V pico a pico. Este
valor de ruido utilizado na segunda situacgao foi escolhido a partir do nivel de ruido

presente nas medidas feitas pelo equipamento de TIE.

Os parametros utilizados no caixa-preta foram: p° = 35Qm, pererr = 0.02Qm2,
a = 107*, desvio padrao do filtro gaussiano o = 2cm, 3 = 1075, p = 2, dp; = 50%,

corrente injetada por padrao de corrente I = 2mA pico a pico.

A Fig. (10.4) mostra a evolug¢ao do estado estimado pelo algoritmo caixa-preta
nas duas situagoes acima descritas para um elemento que representa o objeto e o meio.
Nota-se a pequena inclinacao da curva que descreve a resistividade do objeto estimada
pelo algoritmo e, além disto, um comportamento nao linear. A Fig. (10.5) mostra imagens
obtidas pelo caixa-preta em trés instantes diferentes, sem ruido (coluna da esquerda) e com
ruido (coluna da direita). Nestas imagens mostra-se também o posicionamento verdadeiro

do objeto.

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
rrrrrrrr (k) iteracao (k)

(a) Sem ruido aditivo. (b) Com ruido aditivo.

Figura 10.4: Evolucao temporal do estado estimado pelo caixa-preta.
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As imagens obtidas pelo caixa-preta (Fig. (10.5)) apresentam valores da
resistividade do objeto muito menor que o valor verdadeiro. Entre as causas para isto,

pode-se citar:

e O uso da hipotese de que dentro de um elemento finito, a resistividade é uniforme. O
valor obtido pelo uso do MEF' é aproximadamente a média do valor da resistividade
desta regiao. Como os elementos que ocupam o espaco do objeto possuem area
maior que o objeto, ha uma ponderagao entre o valor da resistividade do meio e do

objeto

e As medidas de tensOes apresentam pequena sensibilidade para alteracoes na

resistividade da regiao central de I" .

As Fig. (10.6) e Fig. (10.7) mostram os resultados das simulagoes para trés
diferentes valores de o usados na eq. (7.32) em cada uma das situagoes descritas acima.
Neste caso, o estado verdadeiro pj é considerado aquele obtido no algoritmo caixa-preta,

isto é, o estado estimado pelo uso do problema inverso, sem a adi¢ao de ruido.

A evolugao do estado foi feita conforme a eq. (7.28) utilizando o valor verdadeiro
p; como estado inicial. Os resultados obtidos na simulacao da primeira situacao

(Fig. (9.3)) mostram novamente a instabilidade numérica quando o = 1072.

Os resultados obtidos na simulacao da segunda situagao (Fig. (10.7)) mostram
um comportamento parecido usando varios valores para «, isto aponta para um
melhor condicionamento na eq. (7.32) devido ao nivel de ruido adicionado. Este
melhor condicionamento pode ser explicado pela perturbacao aleatoria nas colunas
linearmente dependentes?. Este resultado também foi observado em outras simulacoes

nao apresentadas neste trabalho.

2Mesmo que as colunas nao sejam linearmente dependentes, devido ao calculo em ponto flutuante de
precisao finita tais colunas podem ser linearmente dependentes numericamente falando.
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Figura 10.5: Imagens obtida pelo caixa-preta (Q2m).
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10.1.2.3 Situacdo 2: com ruido uniforme aditivo nas tensdes
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Figura 10.7: Parte 1B com ruido uniforme aditivo.
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10.1.3 Parte 1C

Foram ensaiadas as mesmas situacoes usadas na parte 1C:

1. Sem ruido uniforme aditivo nas tensoes obtidas no phantom numeérico;

2. Com ruido uniforme aditivo nas tensoes obtidas no phantom numérico - desvio

padrdo o = 2.8 % 107°V, média nula e amplitude 1.0 * 10~*V pico a pico.

Os parametros utilizados no caixa-preta foram: p° = 35Qm, peerr = 0.020m2,
a = 107%, desvio padriao do filtro gaussiano ¢ = 2cm, 3 = 107%, p = 2, 6p; = 50%,

corrente injetada por padrao de corrente I = 2mA pico a pico.

A Fig. (10.8) mostra a evolucdo do estado estimado pelo algoritmo caixa-preta
nas duas situagoes acima descritas. Comparando com a Fig. (10.4), nota-se que estas
estimativas possuem maiores valores, devidos a proximidade do objeto com OI' . Ainda
assim, estas estimativas apresentam valores muito menores que os reais. A Fig. (10.9)
mostra imagens obtidas pelo caixa-preta em trés instantes diferentes, sem ruido (coluna
da esquerda) e com ruido (coluna da direita). Nestas imagens mostra-se também o

posicionamento verdadeiro do objeto.
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Figura 10.8: Evolucao temporal do estado estimado pelo caixa-preta.
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Comparando as imagens entre a parte 1B e 1C, nota-se que os valores de
resistividade do objeto sao maiores no caso 1C. Apesar disto, devido & discretizacao

grosseira na regiao da periferia, o objeto ficou menos definido na parte 1C.

As proximas figuras mostram os resultados das simulagoes para trés diferentes

valores de a usados na eq. (7.32) em cada uma das situacoes descritas acima.

A evolugao do estado foi feita conforme a eq. (7.28) utilizando o valor verdadeiro
p; como estado inicial. Os resultados obtidos nas partes 1C e 1B mostram que nao
ha diferencas significativas entre os erros médios quando o objeto esta no centro ou
na periferia de I' utilizando dados de tensdes com ruido iguais ao existente no circuito

eletronico de aquisicao de dados.
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10.1.3.1 Resultados do caixa-preta
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Figura 10.9: Imagens obtida pelo caixa-preta (2m).
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10.1.3.3 Situacdo 2: com ruido uniforme aditivo nas tensdes
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Figura 10.11: Parte 1C com ruido uniforme aditivo.
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10.1.4 Influéncia da Regularizacao de Tikhonov

Cabe aqui uma anélise dos efeitos da regularizacao de Tikhonov sobre a matriz de transicao

resultante da eq. (7.32).

A matriz de transicao do sistema discreto no tempo proporciona um
comportamento estavel para a evolugdo do estado caso seus auto-valores (em geral
complexos) possuam norma euclidiana menores que a unidade, ou seja, graficados no
plano complexo (diagrama Nyquist), devem permanecer dentro de uma circunferéncia de
raio unitario, centrado na origem. Quanto mais proximos estes auto-valores estiverem
da origem, maiores serao os amortecimentos do sistema. Isto pode ser visto através da

relacao entre a transformada z e s

sT — e(a+b’i)T aT biT. (101)

zZ =€ = e €

O expoente do termo & direita é puramente complexo, representando o comportamento
senoidal de um dos modos do sistema. Ja o expoente do termo a esquerda é puramente

real, representando o crescimento ou decrescimento da amplitude do modo.

Para que o sistema seja estavel, a deve ser negativo. Quanto mais negativo for

este expoente, mais rapido o modo é amortecido e menor serd o médulo do auto-valor z.

Na Fig. (10.12) estao graficados os auto-valores da matriz de transi¢ao para
diferentes valores do parametro o no ensaio 1B (coluna da esquerda) e 1C (coluna da

direita):
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Figura 10.12: Diagrama de Nyquist dos auto-valores de ® nas partes 1B e 1C com ruido

uniforme aditivo nas tensoes.
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Duas observagoes podem ser feitas a respeito destes gréficos:

Em primeiro lugar, o aumento de « causa uma diminuicao do modulo dos
auto-valores. Isto pode ser visto pela aproximacao média dos auto-valores em relacao
a origem do plano complexo conforme a aumenta. Isto implica que a regularizagao tem a
tendéncia de impor um amortecimento artificial nos modos do sistema. Conclui-se entao
que sistemas oscilatorios nao forcados sao prejudicados pela regularizacao de Tikhonov
uma vez que este amortecimento artificial pode levar o sistema ao "repouso" em um estado

intermedidrio.

Para comprovar esta afirmacao simulou-se a evolucao de um sistema puramente
senoidal (sem amortecimento) e estimou-se sua matriz de transi¢do nos mesmos moldes
do ensaio 1C. O comportamento simulado representa um objeto na mesma posicao do
ensaio 1C, porém com evolucao temporal considerando o meio ao redor dos objetos com
resistividade constante p = 35.002m, eletrodos com parametro de eletrodo constante p =

0.02Q2m? e objeto com resistividade modelada como uma sendide de equacao

ok
Py = 85 + 50 sin(;—o - g)Qm

Foram utilizados os mesmos parametros do ensaio 1C e com o mesmo nivel de
ruido uniforme aditivo nas medidas de tensao obtidas no phantom numérico: desvio

padriao o = 2.8 x 107°V, média nula e amplitude 1.0 * 107*V pico a pico.

Na Fig. (10.13) estdo o diagrama de Nyquist e a evolu¢do temporal de um dos
elementos que representam o objeto. No grafico da direita, a linha cheia representa a
evolucao do estado através da matriz de transicao, ja a linha tracejada representa a
evolugao verdadeira do estado. Nota-se o grande amortecimento na evolucao do estado

conforme comentado anteriormente.
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Figura 10.13: Diagrama de Nyquist e evolugdo temporal do estado (a = 10°).

Em segundo lugar, os modos dominantes do sistema podem ser vistos na regiao
interna do circulo, préoximos do ponto (1,0) (Fig. (10.12)). Estes modos apresentam
amortecimento muito menores que os demais. Sao graficados nas As Fig. (10.14)
e Fig. (10.15) os auto-vetores associados aos modos menos amortecidos do sistema.
Salienta-se que qualquer modo que apresenta auto-valor z com moddulo menor que 1 é
amortecido e, portanto, desaparece da solucao do sistema conforme o sistema avanca no

tempo.
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Figura 10.14: Modos dominantes da matriz ® nas partes 1B e 1C com ruido aditivo nas

tensoes (a = 10°).
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Figura 10.15: Modos dominantes da matriz ® nas partes 1B e 1C com ruido aditivo nas

tensoes (a = 107).

Nota-se pelos graficos anteriores que os auto-vetores com auto-valores com
maiores modulos (menores amortecimentos) representam a localizagdo correta do objeto,
especialmente os modos com modulo unitario, que nao apresentam amortecimento®. Por
ultimo, nota-se que a adi¢ao de amortecimento nos modos do sistema apresenta pouca
influéncia nos modos dominantes, especialmente nos modos com auto-vetores de modulo
unitario.

Para estimar o nimero de modos com informacao sobre objeto, pode-se utilizar o

Modal Assurance Criterion (MAC) (9). Matematicamente, o MAC representa o cosseno

3Ainda assim estes modos podem apresentar amortecimento caso ocorra erro numeérico suficiente na
algebra de ponto flutuante.
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diretor entre dois vetores, quanto mais proximo da unidade é o produto escalar entre dois
versores, mais paralelos sao entre si. Como os auto-vetores podem ser opostos, a norma

do cosseno diretor é usada.

Para determinar quais modos apresentam similaridade com a imagem, pode-se
calcular o MAC entre a imagem verdadeira e os modos do sistema, porém neste trabalho,
o MAC é calculado entre o auto-vetor do primeiro modo e todos os outros, pois o primeiro

apresenta boa relacao com a posicao do objeto. O MAC neste trabalho é definido por

MAC(j ” P
A

‘ j=1,....n (10.2)

A Fig. (10.16) mostra o MAC da matriz de transigao, com « = 10° no ensaio 1B
e 1C:

10° T T . . T 10° T T
107 : 4

107 g il l Dt 3

MAC
MAC

‘ 107"k : | A 4

10°E : : 4

10’5 I I I I 10'7 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
modo modo

(a) Ensaio 1B. (b) Ensaio 1C.

Figura 10.16: MAC dos auto-vetores nos ensaios 1B e 1C com o = 10°

Nota-se pouca relacao entre o primeiro modo e os demais modos da matriz de
transi¢ao. De fato, no ensaio 1B apenas um modo apresenta MAC maior que 0.5, enquanto

que no ensaio 1C, apenas dois modos apresentam MAC maior que 0.5.
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10.1.5 Conclusoes do ensaio 1

Enumeram-se as conclusoes obtidas por este ensaio

1. O erro médio e a incerteza aumentam conforme o modelo de evoluc¢ao avanca no

tempo;
2. O uso de um estado inicial diferente do verdadeiro causa o aumento do erro;

3. O ruido uniforme aditivo no estado usado nao foi suficiente para evitar problemas
de condicionamento da eq. (7.32). Pequenos? valores de a ndo evitam problemas de

rapida divergéncia;

4. O algoritmo caixa-preta consegue identificar o objeto, mas nao consegue obter o

valor correto de resistividade;

5. O ruido uniforme aditivo nas tensoes utilizando o caixa-preta melhorou o

condicionamento da eq. (7.32);

6. A posicao do objeto nao tem influéncia no erro médio do estado quando existe ruido

uniforme aditivo de tensoes;

7. Nos demais ensaios utilizar-se-a o valor de a@ = 10° para o calculo das matrizes de

transicao;

8. O uso da regularizacao de Tikhonov adiciona amortecimento na evolugao do estado

utilizando a matriz de transi¢ao;

9. o MAC pode ser utilizado para determinar quais modos da matriz de transicao

apresenta significado para a evolucao.

4 Pequeno tem um caréater qualitativo. Para cada caso é necessario avaliar a de modo a evitar rapida
divergéncia.
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10.2 Ensaio 2

10.2.1 Parte 2A

Foram usadas as matrizes de transicao calculadas com as trés diferentes situagoes da parte

1A:

1. Sem ruido no estado;

2. Com ruido uniforme adicionado no estado - desvio padrao ¢ = 0.865{2m, média nula

e amplitude 3.0Q2m pico a pico;

3. Com ruido uniforme adicionado no estado - desvio padrao o = 1.73Q2m, média nula

e amplitude 6.0Q2m pico a pico.

A matriz Qk foi atualizada, pela equacao

R AP, k<3
Q=19 . ) (10.3)
Qk*l ) k>3

ajustada empiricamente de modo a evitar o fechamento do filtro a novas informacoes.

Os parametros utilizados no FEK foram ajustados também empiricamente e sao

detalhados abaixo:

Tabela 10.1: Parametros utilizados no FEK.
Ruido do estado | sem ruido | 0 = 0.8652m | o = 1.72Qm

Py 101 101 101
Qo 102P, 10-1 P, 51071 P,
R, 1072 (constante)

po [Qm] 60 (uniforme) 40 (uniforme)

A 102 1071 5% 1071
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As Fig. (10.17), Fig. (10.18) e Fig. (10.19) mostram os resultados das simulagoes
para trés diferentes valores de ruido no estado usados no ensaio 1A. Os gréficos da coluna
esquerda mostram a evolugao do estado estimado, o residuo normalizado (eq. (9.8)) e o
estado em um determinado instante quando nao é adicionado ruido nas tensoes. Ja a
coluna da direita mostra os mesmos graficos, mas com a adi¢ao de ruido nas tensoes. Os

niveis de ruido adicionados nas tensoes, em cada uma das trés situacoes sao:

situacao 1: desvio padrao o = 0.028V, média nula e amplitude 10!V pico a pico;
situacdo 2: desvio padrao o = 0.028V, média nula e amplitude 10~*V pico a pico;

situacdo 3: desvio padrao o = 0.0028V, média nula e amplitude 1072V pico a pico.

Os resultados mostram que o uso da matriz de transicao obtida no ensaio 1A no
FEK permite que o estado do sistema seja encontrado de forma satisfatoria. Os graficos
dos residuos normalizados em todos os ensaios realizados mostram um comportamento
decrescente e as imagens finais mostram que o estado obtido esta localizado na posicao

correta.

O uso de ruido nas medidas de tensao foi feita para remover os efeitos do crime
inverso nas simulacgoes. O nivel de ruido adicionado é muitas vezes maior que o nivel de
ruido presente nos sensores, isto foi feito para testar os limites de aceitacao de incerteza
do FEK em relacao aos ruidos de medidas. Comparando as trés situacoes, nota-se um

aumento do residuo conforme os niveis de ruido aumentam.

O ntmero de iteragoes necessarias para a convergéncia do FEK no trabalho de
Trigo(4) é da ordem de centenas, ja nestes resultados, nota-se que o numero de iteragoes
¢ menor que 100, da ordem de dezenas. Isto mostra que o método de determinacao da

matriz de transicao consegue acelerar a convergéncia do filtro.

A convergéncia da estimacao com o uso dos estados iniciais p, descritos acima
sao suficientes para mostrar que o filtro é suficientemente robusto para aplicacdes onde

o estado inicial nao é conhecido. Esta robustez em relacao ao estado inicial ¢ de grande
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importancia pois geralmente o estado inicial deve ser informado ao filtro e ¢ comum, em

aplicacoes biomédicas, o uso do valor médio de resistividade elétrica do corpo humano.

Os resultados da primeira situacao mostram a existéncia de um sobre-sinal de
aproximadamente 62m. Isto pode ser reduzido diminuindo-se o valor de Qk, com a
conseqiiéncia de tornar o FEK mais lento. Observando os valores ajustados para QO nas
trés situacoes, nota-se que o aumento do ruido no estado deve ser contrabalancado com
uma diminuicao dos valores de Qk e Py de modo a aumentar o tempo de resposta do

filtro e, assim, reduzir os efeitos de alta freqiiéncia do estado.



10.2.1.1 Situacdo 1: sem ruido no estado
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Figura 10.17: Resultados do ensaio.
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10.2.1.2 Situacdo 2: com ruido uniforme no estado o = 0.8650Qm
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Figura 10.18: Resultados do ensaio.
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10.2.1.3 Situacdo 3: com ruido uniforme no estado o = 1.72O0m
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Figura 10.19: Resultados do ensaio.
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10.2.2 Parte 2C

Como a sensibilidade das medidas de tensao é melhor para objetos localizados na periferia
do dominio, optou-se por realizar a parte C do ensaio 2 antes da parte B de modo a ajustar

os parametros do FEK com mais facilidade.

As simulagoes foram realizadas utilizando a matriz de transicao obtida a partir
da segunda situacao ensaiada na parte 1C: com ruido uniforme aditivo nas tensoes obtidas

no phantom numérico.

A matriz Qk foi atualizada, pela equacao

Qi=1{ _ - (10.4)

ajustada também empiricamente de modo a evitar o fechamento do filtro a novas

informacoes.

Observando a evolucao do estado estimado pelo filtro, notou-se grande oscilagao
no inicio da estimacao, levando a valores fisicamente impossiveis para a resistividade de
alguns elementos nos primeiros passos do filtro (valores negativos). Esta oscilacao ocorre
pela tentativa de correcao do estado utilizando um modelo linearizado para a observacao
feito em um ponto muito longe do verdadeiro. Para diminuir o efeito de oscilagao do
estado, empregou-se um fator de sub-relaxacao v na equacao do ganho de Kalman G.
Isto foi utilizado para diminuir a correcao do filtro nas primeiras iteragoes, até que a
linearizacao do modelo de observacao nao causasse ocorréncia de estimacoes para o estado

fisicamente incorretas.
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O fator de sub-relaxagao utilizado é introduzido multiplicando-se a matriz de

ganho do filtro (eq. (7.35)) pelo fator v dado por °:

G — PP, 4 R (105
0.1 , k<5

=4 05 , k<8 (10.6)
1.0 , k>38

Os parametros utilizados no FEK foram ajustados com o intuito de apresentar boa
resolugao espacial na imagem, minimizar a ocorréncia de artefatos na imagem e maximizar
a taxa de convergéncia do estado a partir de um estado inicial incorreto. A convergéncia do
FEK foi avaliado através da média e desvio padrao do residuo de observacao. Considera-se

que o filtro atingiu a convergéncia se (4):

1. a média do residuo é zero e

2. o desvio padrao do residuo é menor que trés vezes o desvio padrao do ruido das

medidas.

Na pratica, a convergéncia foi considerada satisfatoria se ||7 ||+ o, estiver dentro
do intervalo entre zero e trés vezes o desvio padrao do ruido das medidas. Além disto,

uma analise da imagem obtida pelo FEK também é utilizada para a avaliacao.

O ajuste dos parametros do FEK considerou os seus efeitos separados, isto é,
fixou-se todos os parametros com excecao de um. Para comecar, a escolha de P, foi feita
de modo a superestimar a qualidade do chute inicial do estado. Isto foi feito para testar a
capacidade do filtro em corrigir estimativas erradas. Para tanto, foi admitido um estado
inicial uniforme diferente da imagem média g, = 60Q2m e P, = 10'T, que equivale dizer

que o desvio padrao do erro inicial seria um pouco maior® que 3Qm.

5Salienta-se que a funcdo que descreve fator de sub-relaxacdo deve ser ajustada para cada conjunto
de parametros do filtro, porém neste trabalho apenas uma funcao foi utilizada.
Na realidade Py deveria ser da ordem de 102 para este valor de .
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10.2.2.1 Ajuste de R

A Fig. (10.20) mostra a evolugao do ruido de medidas para quatro casos, mantendo-se
iguais todos os outros parametros. As linhas tracejadas equivalem ao limite superior que
define a convergéncia estatistica do filtro. A tabela a seguir mostra os parametros usados

em cada uma das simulacoes

Tabela 10.2: Parametros utilizados no FEK.
Ensaio 2C-01 | 2C-02 | 2C-03 | 2C-04

A

Ry (constante) | 10721 | 10731 | 1071 | 10~°T

P, 10'T
Q, 103 P,
Po [2m] 60 (uniforme)
A 1073

Os niveis reais de ruido uniforme adicionados nas medidas apresenta desvio
padrao ¢ = 2.8 * 107%V, média nula e amplitude 107> vezes o maior valor medido de
potencial elétrico. Com estas estatisticas, o valor de R, deveria ser da ordem de 10710
porém, como comentado na secao 6.4.3, os erros de linearizacao e discretizagao diminuem
a certeza com a qual os parametros do modelo possam ser ajustados de modo a reduzir o
residuo de medida. O valor considerado como mais adequado refere-se ao ensaio 2C-03:

R, = 1071
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(c) Ensaio 2C-03 (R, = 10~I). (d) Ensaio 2C-04 (R, = 107°T).

Figura 10.20: Evolucio do residuo de observacao para diversos valores de Ry, (constante).
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10.2.2.2 Ajuste de Q

A seguir mostra-se os efeitos de @, na evolucao do estado para trés casos, mantendo-se
iguais todos os outros parametros. Em todos os casos usou-se R, = 101 obtido no
subitem anterior. A tabela a seguir mostra os parametros usados em cada uma das

simulagoes

Tabela 10.3: Parametros utilizados no FEK.
Ensaio | 2C-05 | 2C-06 | 2C-07
R, 10~"T (constante)
P, 10'T
Q, |1073P, | 107*P, | 107°Py
Po [Q2m] 60 (uniforme)
A 1073 1074 107°

A Fig. (10.21) mostra os resultados das simulagdes para as trés situagoes. Os
graficos da coluna esquerda mostram a evolugao do estado estimado, ja a coluna da direita
mostra o estado estimado em k = 300. A circunferéncia desenhada sobre a imagem dos

elementos mostra a posicao e tamanho verdadeiro do objeto.

Observando a Fig. (10.21), nota-se que a diminuicio de Q, causa reducao da
taxa de convergéncia do FEK e reduz a resistividade do objeto, porém diminui o nivel de
flutuacoes na imagem final e conseqiientemente aumenta a qualidade das imagens. Além
disto, a diminuicao de Qk causa aumento da resolucao espacial, como pode ser visto nas

imagens da coluna da direita da Fig. (10.21).

Conforme Qk diminui, ha uma reducao da amplitude de resistividade do objeto.
Devido a esta redugao, o residuo de medi¢ao aumenta, o que pode ser visto na Fig. (10.22).
Apesar deste aumento, o residuo permanece dentro da faixa de trés vezes o desvio padrao

do ruido de medida.
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Figura 10.22: Evolugao do residuo para diversos valores de Qo.

Analisando as imagens e os residuos, escolheu-se o ensaio 2C-07 como o melhor

conjunto de parametros para o objeto na periferia.
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10.2.3 Parte 2B

Na parte B do ensaio 2, usou-se inicialmente os parametros escolhidos no ensaio 2C. Entao
os parametros foram variados afim de verificar se outros valores apresentam resultados

melhores.

As simulacoes foram realizadas utilizando a matriz de transicao obtida a partir da
segunda situagao ensaiada na parte 1B: com ruido uniforme aditivo nas tensoes obtidas
no phantom numérico. Os mesmos fatores de sub-relaxacao foram utilizadas conforme

discutido no ensaio anterior.

A Fig. (10.23) mostra a evolucao do estado, a imagem ao final da iteragdo 300 e

o residuo de observacao, utilizando o conjunto de parametros obtido no ensaio 2C

Tabela 10.4: Parametros utilizados no FEK.
Ensaio 2B-01

R, 10~"T (constante)

P, 1011

Q, 1075 P,

Po [dm] | 60 (uniforme)

A 107°
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Figura 10.23: Estimagao do estado para o ensaio 2B-01.

Nota-se na Fig. (10.23) que o residuo de observacao médio mais o seu desvio

padrao é aproximadamente dez vezes menor que o limite admissivel, enquanto que no

ensaio 2C-07, o residuo é aproximadamente apenas duas vezes menor (Fig. 10.22(c)).

Esta reducao pode ser explicada através do maior distanciamento entre o objeto

e os eletrodos: apesar do aumento da distancia entre o objeto e os eletrodos causar

problemas de sensibilidade, este distanciamento reduz o residuo de observacao pois a

perturbacao do estado estd mais afastada destes.

Como o residuo é calculado pela

diferenca entre os potenciais medidos e os potenciais calculados com a estimativa de

resistividade, quanto mais a estimativa de resistividade de uma certa regiao se afasta
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do valor verdadeiro, maiores tornam-se as diferencas no campo potencial ao redor desta
regiao. Nos casos ensaiados, percebe-se que as regioes perto dos objetos apresentam os
maiores erros de estimacao, logo no caso em que o objeto estd proximo dos eletrodos
(Ensaio C), maiores sao as diferengas entre o campo potencial medido e calculado com a

estimativa nesta regiao e, por conseqiliéncia, maiores serao os residuos.

Este efeito pode ser visto graficando a média ao longo das iteragoes do residuo
de observacao de cada um dos eletrodos separadamente, e em cada padrao de corrente,
num total de e? medidas. Cabe uma explicacdo a respeito deste niimero: nao se pode
considerar que a informacao de potencial medido por um eletrodo em um dado padrao de
corrente tenha o mesmo significado que nos outros padroes pois o fluxo de corrente elétrica
muda a cada novo padrao de corrente, entdo deve-se considerar que as e? medicoes sao
provenientes de sensores diferentes. A Fig. (10.24) mostra os graficos das médias temporais

dos residuos de observacao de cada um dos eletrodos e em cada padrao de corrente.
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Figura 10.24: Residuo de observacao de cada sensor, nos ensaios com o objeto no centro

e na periferia, com os mesmos conjuntos de parametros do ensaio 2C-07.

Nota-se alguns pontos nestes graficos:

1. Utilizando a Fig. 10.24(b) para avaliar a convergéncia estatistica do FEK, conclui-se

que nao ha convergéncia do filtro, o que contradiz a avaliacao feita utilizando a
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Fig. (10.23), ja a Fig. 10.24(a) apresenta convergéncia. Isto ¢ um indicio de que
o critério adotado, dado pela eq. (9.8), nao é suficiente para avaliar o residuo de

medida pois pode mascarar alguns residuos altos’.

2. Para corroborar a discussao sobre o aumento do residuo quando o objeto esté
proximo do eletrodo, nota-se que na Fig. 10.24(b) ha um aumento expressivos do
residuo de medida nos primeiros e altimos padroes de corrente (primeiros e tltimos
valores). Estes padrdes sdo exatamente os que mais se aproximam da regiao onde o
objeto esta. Nota-se que no grafico da Fig. 10.24(a) nao aparece tal variagao, pois

a perturbagao de resistividade é igualmente distante de todos os eletrodos.

3. Existe uma periodicidade clara nos residuos dos eletrodos. Isto também pode
ser explicado: Conforme o par de eletrodos de medicao de potencial se aproxima
do par de eletrodos de injecao de corrente®, os efeitos de discretizacdo da malha
tornam-se mais evidentes. A associacao entre a funcao de interpolagao dos elementos
finitos adotada (linear), a pequena discretizacao da malha de elementos finitos e
a diminuicao da distancia entre os eletrodos conforme os pares escolhidos estao
mais proximos, causam problemas de interpolagao do potencial elétrico, causando

aumento do residuo de observacao.

Com base na reducao do residuo de observacao, decidiu-se reduzir os valores da
matriz Ry, aumentando-se assim a confian¢a nos valores medidos de potencial. O processo

para determinar os valores segue os mesmos passos do ensaio 2C.

A Fig. (10.25) mostra a evolucao do estado, a imagem ao final da iteragao 300 e
o residuo de observacao no caso onde o residuo mais se aproximou do limite. O conjunto

de parametros utilizado esta na tabela a seguir.

"Apesar desta constatacdo, ndo se propos outro critério de convergéncia pois isto esta fora do escopo
do presente trabalho
8Vide secao 2.5
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Tabela 10.5: Parametros utilizados no FEK.

Ensaio 2B-02
R, 107°T (constante)
P, 101
Q, 102 P,

Po [Q@m] | 60 (uniforme)
A 107°

120 0.15
100f :
I 0.1t
so i
L, =
b 0.05
A |
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(¢) Residuo de observagao.

Figura 10.25: Estimagao do estado para o ensaio 2B-02.
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Comparando a evolugao do estado nos ensaios 2B-01 e 2B-02, nota-se que no
segundo caso a convergéncia é mais rapida, em 50 iteracoes aproximadamente o filtro
praticamente nao altera mais o estado, enquanto que no ensaio 2B-01 é necessério
aproximadamente 200 iteracoes. O estado final em ambos os casos é praticamente o

mesmo, nao havendo diferencgas visuais entre as duas imagens.

A Matriz Q,, representa o nivel de incerteza presente no estado. Como a natureza
da incerteza é semelhante, nao importando a posicao do objeto, o seu valor nao deve ser

muito diferente em relagao aos ensaios da parte 2C.

De fato, a Fig. (10.26) mostra a evolugao do estado e o residuo de observacao
variando o valor de Qk Nota-se pouca diferenga na evolucao do estado e do residuo nas

simulagoes 2B-02, 2B-03 e 2B-04.

Tabela 10.6: Parametros utilizados no FEK.
Ensaio 2B-03 2B-04

R, 107°T (constante)

P, 101

Q, |107*P, | 107°°P,

Po [Q@m] | 60 (uniforme)

A 10~* 106
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(a) Evolucdo do estado no ensaio 2B-03. (b) Residuo de observacdo no ensaio 2B-03.
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(¢) Evolugao do estado no ensaio 2B-04. (d) Residuo de observagdo no ensaio 2B-04.

Figura 10.26: Resultados dos ensaios 2B-03 e 2B-04.

10.2.4 Comparacao entre o modelo proposto e o passeio aleatério

Por ultimo, é necessario comparar a estimagao do estado feito pelo FEK, utilizando a
matriz de transicao do modelo de passeio aleatorio com a matriz de transicao obtida pelo
método proposto neste trabalho. Comparar os resultados aqui obtidos com o trabalho de
Trigo(4) nao é trivial pois o tamanho do estado observado aqui ¢ muitas vezes maior. O
que se fez entao foi utilizar o modelo de evolugao por passeio aleatorio no FEK e comparar

os resultados obtidos.
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(a) Evolugdo do estado com objeto no centro.
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(b) Evolugdo do estado com objeto na periferia.
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Figura 10.27: Resultados obtidos nas simulagoes utilizando modelo de passeio aleatorio.

A figura Fig. (10.27) mostra a evolugao do estado, do residuo e a imagem final
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das simulagoes utilizando o passeio aleatorio, considerando o objeto no centro (coluna
da esquerda) e na periferia (coluna da direita). As simula¢oes foram encerradas em
k = 800 iteragOes, mas até esta iteracao nao houve convergéncia do estado, apesar do
residuo de observacao permanecer dentro do limite de trés desvios padrao, caracterizando
convergéncia estatistica. Observa-se também que as imagens finais estao muito aquém
das imagens obtidas com o modelo de evolugao proposto neste trabalho. Este problema é
agravado considerando o objeto no centro do dominio, onde o FEK nao conseguiu obter

imagem com qualidade suficiente para destacar a posicao do objeto.

10.2.5 Conclusdes do ensaio 2

Enumeram-se as conclusoes obtidas por este ensaio

1. O uso da matriz de transicao obtida no ensaio 1 aumenta a taxa de convergéncia do

FEK e aumenta a qualidade das imagens estimadas;

2. A estimacao depende do estado inicial fornecido ao filtro. Os testes realizados
utilizaram uma resistividade bem diferente do valor médio, mesmo assim o FEK

conseguiu convergir para um estado aceitavel;

3. Utilizou-se um fator de sub-relaxagao para evitar grandes correcoes do estado nas

primeiras iteracoes do filtro;

4. Verificou-se convergéncia estatistica, conforme o critério usado em (4), porém este

trabalho apresenta indicios de que este critério deve ser alterado;
5. A incerteza das medidas utilizada no FEK é maior que o valor real;

6. O residuo de observacao tem a tendéncia de ser maior quando o objeto estd na

periferia do dominio;

7. A discretizacao do dominio altera o residuo de observacao quando o par de eletrodo

de injecao esta proximo do par de medicao de potencial.
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11 DISCUSSOES, COMENTARIOS FINAIS E
SUGESTOES

Neste trabalho mostrou-se a possibilidade de utilizar o método de Ibrahim para gerar uma
matriz de transicao do modelo de evolucao do estado. O estado obtido pelo algoritmo
caixa-preta apresenta valores de resistividade menores que o valor real do sistema devido a
efeitos de nao linearidade entre o potencial elétrico medido e a distribuicao de resistividade
em I', discretizacdo do dominio e sensibilidade das medidas de potencial obtido em OT" .

Este problema agrava-se conforme o objeto se distancia da periferia do dominio.

A determinacao da matriz de transicao foi feita resolvendo um sistema linear mal
condicionado, formado por imagens estimadas pelo caixa-preta e utilizando o método dos
minimos quadrados. O ruido adicionado nas medidas, afim de simular erros de medicao
e modelagem melhoram o condicionamento deste sistema, porém causam o aparecimento
de modos de altas freqiiéncia (espaciais e temporais) nas imagens. Para diminuir o efeito
do mal condicionamento, um método de regularizacao se fez necessario. Neste trabalho

utilizou-se a regularizagao de Tikhonov .

O uso da regularizagao de Tikhonov adiciona amortecimento na evolucao do
sistema, observado através dos auto-valores da matriz de transicao. Este amortecimento
pode causar problemas para estimacoes de estados oscilantes pois a evolucao do sistema
tem a tendéncia de estabilizar em algum valor itermediario. Para contornar este problema
podem ser pesquisados modos de alterar o amortecimento dos modos desejados através

do tratamento dos auto-valores da matriz de transicao.

Pode-se também investigar os efeitos da remocao dos modos da matriz de
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transicao sem importancia no problema em estudo. No caso do presente trabalho por
exemplo, a adi¢ao do ruido de medida causa o surgimento de modos com altas freqiiéncias.
A remocao destes modos pode melhorar o modelo de evolucao do estado. Tal remocao

pode ser baseada na analise do MAC dos auto-vetores, conforme analisado neste trabalho.

Uma ultima possibilidade é modificar o equacionamento do filtro de Kalman para
estimar qual a combinagao linear dos modos que resultam no estado que minimiza o trago
da matriz P. Desta forma, sao os modos do sistema que sao considerados variaveis de
estado ao invés da resistividade de cada elemento, com isto o nimero de incognitas que o
filtro deve estimar poderé ser muitas vezes menor, trazendo mais robustez e possivelmente
mais estabilidade para os filtros. Além disto, caso seja possivel estimar modos com alta
resolucao espacial, a estimativa do estado também apresentard melhor resolucao sem

grandes aumentos do custo computacional.

O uso de uma matriz de transi¢ao no FEK acelerou o processo de convergéncia em
comparacao com o passeio aleatorio. A robustez do FEK em relacao ao nivel de incerteza
do estado inicial também foi testada e mostrou-se, nos casos ensaiados, que é suficiente

utilizar uma estimativa da resistividade média do meio para que o filtro convirja.

A incerteza do modelo de evolugao foi testada utilizando um modelo diferente
para a matriz de transicao e para o estado a ser estimado pelo FEK. Os resultados
mostraram que mesmo com esta diferenca, o FEK conseguiu estimar o estado com
convergéncia estatistica conforme (4). Neste trabalho mostrou-se indicios de que este
critério necessita algumas modificagoes, pois o uso do residuo médio de todas as medidas
em um determinado instante pode mascarar altos residuos de alguns sensores. A anélise
do residuo médio de cada medida de potencial ao longo da estimagao mostra que erros
de estimacao em objetos proximos da periferia causam maiores residuos de observacao.

Além disto, mostrou-se que a discretizacao de I' também influencia o residuo.

Neste trabalho nao foi utilizada nenhuma definicao de regides de interesse para

diminuir o nimero de variaveis de estado, tampouco outras regularizagoes para melhorar
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o condicionamento do problema inverso, além daquela que o Filtro de Kalman configura.
Com o intuito de reduzir as grandes oscilagoes nas estimativas do estado nas primeiras
iteracoes do filtro, utilizou-se um fator de sub-relaxacao nas primeiras iteracoes do filtro,
reduzindo a correcao do estado, até que a linearizacao do modelo estivesse mais proxima
do real. Isto foi feito pois existe a possibilidade de divergéncia do filtro caso as oscilagoes

sejam muito grandes (4).

Apesar do aumento da taxa de convergéncia ao utilizar a matriz de transicao, o
correto ajuste dos parametros do filtro continua sendo um fator crucial para o sucesso
do FEK. O ajuste dos parametros para uma determinada situacao nao garante que o
filtro ird4 convergir para o estado correto em qualquer situagao, principalmente quando
o modelo adotado apresenta erros. Para contornar isto, pode ser utilizado o filtro de
Schmidt-Kalman para identificar e/ou corrigir os parametros da matriz de transi¢ao do
sistema de forma iterativa ao mesmo tempo que o filtro estima o estado do sistema (29).
Outra possibilidade é utilizar um shaping filter para modelar o ruido no estado e/ou as
incertezas dos modelos caso estes nao apresentem comportamento gaussiano, que é uma

das hipoteses bésicas assumidas nos filtros de Kalman.

Apesar da capacidade de estimacao de estado em sistemas nao lineares, o FEK
necessita de uma linearizagao do sistema a cada iteracao e os efeitos de segunda ordem sao
desprezados. De fato, o FEK é considerado sub-6timo para sistemas nao lineares(35). Em
1996, Julier e Uhlmann(35) apresentaram uma nova abordagem para o filtro de Kalman
chamada pelos autores de unscented Kalman filter (UKF), que tem como vantagem tratar
o problema de estimacao sem a necessidade de linearizar o modelo do sistema. Com este
método, os autores mostram que as estimativas da média e covariancia do estado estimado
possuem erros de quarta ordem, enquanto que no FEK os erros sao de segunda e quarta

ordem respectivamente.

O UKF considera um conjunto finito de estados escolhidos deterministicamente

e os transforma através da funcao nao linear que representa a evolucao temporal do
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estado e da funcao nao linear que relaciona as medidas com o estado. Com estes estados
transformados, é possivel estimar um estado médio e covariancia da estimativa que sao
corretos até a quarta ordem. Como a transformacao nao linear é feita diretamente sobre
os estados escolhidos, nao ¢ necessario determinar as matrizes jacobianas necessarias no

FEK, assim até efeitos de descontinuidades podem ser levadas em conta.

Finaliza-se este trabalho concluindo que o método apresentado acrescenta uma
linha de pesquisa na direcao de identificar o modelo de evolucao das condi¢oes pulmonares

através do uso de imagens provenientes do proprio equipamento de tomografia.
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